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PREFAZIONE 



Le applicazioni de’delerminanli a solenni questioni di analisi, 
di geometria, e di meccanica, che da ogni parte e da più anni si 
andavano pubblicando da’dotti negli Atti delle Accademie, e nei 
giornali scientifici , facevano desiderare che la parte elementare 
della teorica di queste interessanti funzioni passasse nel campo 
della ordinaria istituzione, affin di porre la gioventù studiosa in 
istato di conoscere e seguire i progressi della Scienza. 

Nè questa volta trattavasi di teoriche di lusso, o destinate sol- 
tanto ad astratte ricerche ; ma si pure di teoriche le quali, men- 
tre hanno esteso il dominio della scienza, permettono di sormon- 
tare delle difficoltà di calcolo, e conseguire de’risultamenti, che 
spesso non è lecito di raggiugnereper le vie comuni dell’Algebra. 

La teorica de’ determinanti era già scritta dall’illustre Jacobi, 
e pubblicata fin dal 1841 nel tom. XXII del giornale di Gkellb 
nella memoria che ha per titolo ; De formalione et proprietatibus 
determinantium; ma, oltrecchè non ha mai esistita una pubblica- 
zione a parte di questa memoria , non era quella una fonte per 
giovani che cominciano appena lo studio dell’Algebra. 

Un libro su questo argomento fu pubblicato in Londra nel 1851 
dal sig. Spottiswoode col titolo: Elemenlary theorems releUing to 
determinante; ma certamente la parte, che riguarda le dimostra- 
zioni, non fu scopo precipuo dell’Autore, il quale ebbe piuttosto 
in mira di offrire una raccolta di proprietà e di applicazioni dei 
determinanti. 

Noi quindi concepimmo da più tempo il disegno di una ope- 
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VI 

retta intorno a tale argomento, la quale ancora servir dovesse di 
richiamo per diverse nostre applicazioni; e lo scritto n’era in gran 
parte abbozzato, allorché ci vedemmo prevenuti da una penna 
tanto abile e competente, quant’ è quella dell’illustre Baioscni; 
sicché allora credemmo di smettere ogni pensiero intorno alla 
pubblicazione del nostro lavoro. 

Il libro del Brioschi fu per la scienza un segnalato benefìzio; 
e la sua comparsa segna, per cosi dire, in Italia l'epoca di transi- 
zione dal vecchio al nuovo stile: di che é pruova non il favore col 
quale fu generalmente accolto da'dotti, ma il fervore col quale fu 
ricercato dalia gioventù studiosa. Né il successo ottenuto da que- 
sta pubblicazione del Brioschi fu limitato all’ Italia ; poiché con 
interesse eguale venne accolta in Francia ed in Germania, dove 
il libro videsi immediatamente tradotto nell’idioma francese e nel 
tedesco. E veramente le applicazioni scelte e svariate, con le 
quali il Brioschi ha illustrate le diverse proprietà de’determinan- 
ti, dovcano (ci sia lecito il dirlo) sedurre e convincere anche co- 
loro che, per sistema, sogliono mostrarsi avversi ad ogni novità 
scientifica, che si allontani per poco da’processi ordinarii. 

Tultavolta noi non dovemmo tardare a riconoscere che l’opera 
del Brioschi era scritta per giovani già forti nella scienza; e la 
teoria specialmente vi era delineata a tratti troppo larghi per es- 
sere accessibile a giovani men provetti ; e quindi , unicamente 
nell’ interesse di costoro, divisammo un’ altra volta di tornare al 
nostro antico lavoro. Ma, mentre lo andavamo raccozzando e con- 
cretando, il nostro collega. Professor Zannotti, mostrò vivo desi- 
derio di pubblicarne la parte elementare nelle sue istituzioni di 
Algebra; e però, non avendo potuto ricusarci alle sue gentili pre- 
mure, una parte di quel lavoro, informe qual’ era, venne inse- 
rita nel detto libro fin dal 1859. Ma quivi non erano che delle 
idee gittate sulla carta , che sentimmo poi il dovere di meglio 
ordinare e sviluppare, per pubblicare il lavoro completo, e sotto 
un aspetto più conveniente. 

Frattanto due altre opere sulla teorica de’determinanti videro 
in quel torno la luce, l’una del Dottore Riccardo Baltzer in Ger- 
mania, e l’altra del benemerito Professore Giusto Bella vitis in 
Italia ; ma a poi parve che queste opere, dotte e pregevoli sotto 
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ogni riguardo, non fossero ancor tali da servire, 'secondo i nostri 
desiderii, ad una istituzione assolutamente elementare. 

Nel libro adunque, che ora presentiamo alla gioventù studiosa, 
non manca quasi alcuna delle proprietà più essenziali de’determi- 
nanti, avendo messo da nostro cqnto ogni studio per rendere le 
dimostrazioni chiare,e ad un tempo rigorose e generali; il che ci 
sembra in questo argomento una condizione indispensabile, es- 
sendo comprovato dal fatto che la considerazione di qualche caso 
particolare non induce quella convinzione ch’è l'effetto delle ri- 
gide dimostrazioni. D’altra parte abbiamo quasi sempre evitato di 
far dipendere queste dimostrazioni dalle forme simboliche e con- 
cise, con cui soglionsi rappresentare i determinanti,poggiandoIe 
sulla forma esplicata,con la quale generalmente or sono Qgurati; 
ed è fuor di dubbio che allora, non solo riescono più evidenti le 
proprietà di queste interessanti funzioni, ma divengono più abi- 
tuali e familiari quelle trasformazioni che si appropriano alle 
forme esplicite, e che le rendono molto più utili delle forme con- 
cise. 

L’opera è divisa in due parti, la prima destinata alla teoria; 
l’altra alle applicazioni. Tra queste, quelle che formano il sogget- 
to de’ paragrafi II, III, IV , Y, e che riguardano il processo del . 
massimo comune divisore , l’ eliminazione tra due equazioni di 
gradi qualunque, le radici multiple , ed il teorema di Stuhh, so- 
no il risultamento di alcune memorie da noi presentate nel corso 
del 1857 alla R. Accademia delle Scienze,e che non vennero pub- 
blicate per gli ostacoli malaugurati, che si frapponevano alla stam- 
pa de’ lavori accademici. Gli argomenti poi trattati ne’paragraQ 
YI, YII, YIII, IX, e che si rapportano ai determinanti funzionali, 
alle sostituzioni lineari, alle funzioni omogenee, ed alle forme, sono 
da tenersi come introduzione ad un’altra opera, che vedrà la luce 
quanto prima (*) , e che riguarda quelle mirabili funzioni cono- 
sciute sotto i nomi di invarianti , covarianti, etc. , le quali hanno 
aperto un campo s'i vasto e si fecondo alle speculazioni de’geome- 
tri.Un ultimo paragrafo è destinato ad applicazioni geometriche; 

(‘) In questo lavoro , che sarebbe stato superiore alle nostre forze, siamo 
sorretti dall’opera del nostro egregio amico e collega Professore Battaglici. 
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ma ia riguardo a queste abbiamo creduto di non essere molto 
dilTusi, sia perchè i giovani ne hanno già copia negli Annali di 
Terquem (*) ; e sia ancora perchè sarà presto pubblicato in Na- 
poli un giornale mensuale di matematiche, nel quale saranno fre- 
quenti le applicazioni de’ determinanti alla geometria, al calcolo, 
ed alla meccanica. 

Ma per norma de'giovani vogliano avvertire che, in quanto alla 
prima parte, tutto ciò che veramente interessa una primordiale 
istituzione, può ridursi a quello che forma il soggetto de’primi 
sei paragrafi, e del paragrafo nono; potendo riserbarsi il resto a 
più inoltrata istruzione. Ed in riguardo alle applicazioni, basterà 
limitarsi la prima volta al primo paragrafo, nel quale è esposta 
la risoluzione delle equazioni di 1** grado, ed a quella parte del- 
l’ultimo paragrafo, che si rapporta alle più semplici applicazioni 
geometriche. 

Tra 1 lìmiti intanto, che ci siamo imposti, abbiamo diligente- 
mente cercato tutti que'roigiioramenti che offrivano i più recenti 
lavori de’ dotti. Ed è cosi, per esempio , che ci siamo affrettati a 
far conoscere una nuova dimostrazione data dall’ illustre Hesse 
della proprietà sorprendente, della quale è dotato il determinante 
di una funzione omogenea di n variabili ( che or porta il nome dì 
Hes»iano),ii annunziare col suo identico annullamento òhe la pro- 
posta funzione è riducibile, mediante una trasformazione lineare 
ad una funzione di meno di n variabili. E tra le proprietà delle 
forme quadratiche si troverà dichiarata quella che il Stlvester 
ha chiamato legge d’inerzia e che, indipendentemente dal princi- 
pio della variazione continua delle funzioni, offre il mezzo più na- 
turale per defluire il numero delle radici reali di un’equazione 
comprese tra due limiti assegnati. 



(') Noi non sapremmo abbastanza raccomandare quest’opera periodica ai 
giovani specialmente che fannoj primi passi nella scienza, poiché vi trovano 
utilissimi esercizii in tutto il campo delle matematiche pure , ed una fonte di 
nobile emulazione nelle questioni che vi si propongono a risolvere. Ed oltre 
a ciò le notizie dotte ed erudite e le riviste bibliografiche che presenta il bul- 
lettino, li abituano assai per tempo ad apprezzare i lavori degli uomini illustri; e 
li mettono io istato di seguire a gradi e senza stenti il progresso della scienza. 
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Noi vogliamo qui ripeterlo un'altra volta: è solo l'interesse dei 
giovani che ci ha indotti a scrivere e pubblicare, il presente libro; 
e facciamo voti ardentissimi che una penna più abile possa farlo 
presto dimenticare , migliorando l’ esposizione delie teoriche , e 
correggendo le nostre inesattezze. E, scrivendo per giovani, ab-' 
biamo creduto di poterci dispensare dal citare i nomi degli au- 
tori, cui son dovute le proprietà de’determinanti, o che le hanno 
rese più generali , o che hanno migliorate le loro dimostrazioni, 
0 che ne hanno fatto importanti applicazioni. Ma d'altra parte al 
punto, in cui siamo, per l’uso ormai divenuto generale di queste 
funzioni , noi crediamo che spetti alla storia il compito di porre 
in evidenza ciò che a ciascuno è dovuto nella creazione e nel pro- 
gresso di queste importanti teorie (*). 



(‘I Del rimanente in quanto alla origine di siiTatte teorie le prime tracce 
possono ritrovarsi nei lavori di LeibnUi , di Cramer. di Vandermonde . di 
Laplace, e di Bezoat, relativi alla risoluzione di un sistema di equazioni 
di 1° grado; e l’ultimo di questi geometri, più di ogni altro, a noi sembra che 
fosse già in possesso di molte delle proprietà generali de’determinanti, come 
forse avremo occasione di comprovare con un’analisi, che speriamo di pubbli- 
care, della sua grand’opera sulla eliminasione, che certamente anche oggi è 
meritevole di una maggiore attenzione. In seguito , de’ passi più larghi furon 
fatti in queste teorie pe’lavori di Lagrange, di Gauss, di Cauchy, di Binet, 
e di Jacobi innanzi tutto ; e tra i più recenti promotori bisogna annoverare 
Sylvester. Cayley, Salmon, Boote, Roberts in Inghilterra; Borchardt. 
Messe. Joachimsthal. Kummer. Eisenstein.Jronhold.BaUzer in Germania, 
Hermite in Francia ; e tra gl’italiani Brioschi, Betti. BeUaxUìs, Tortolini. 
GenoccM. Mainardi, Faà di Bruno, Cremona, Padula, Battaglini, 
Rubino, Sannia, e Janni. 
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Nella pag. 15 alla 4* linea , in luogo di a,^, , leggi , a, Ed 
alla 14* linea, ne’ due primi determinanti del secondo membro 
alla terza orizzontale, in luogo di y , leggi , y'. 

Nella pag. 29 , al posto del primo elemento della seconda ori- 
zontale del determinante (4) in luogo di 1, leggi, 2. E nel posto 
del secondo elemento principale del determinante (5) in luogo 
di — 1, leggi, — 2 . 

Nella pag. 38, alla 9* linea, agli ultimi due versi, che compio- 
no il periodo , si sostituisca come segue « ma a patto ancora che 
le diverse combinazioni che cominciano con uno stesso numero 
siano scritte in guisa che i secondi, terzi numeri, etc. si trovino 
sempre disposti in ordine crescente » 

Nella pag.48, alla penultima linea invece di n® 59, leggi, n“ 60. 

Nella pag.78, in fine del n® 98 si aggiunga « È però chiaro che 



per gli elementi principali si ha semplicemente 

Nella pag. 160, avanti la nota , al primo V,. si sostituisca X,.. 
Nella pag. 207, alla linea 9®, ov’ è detto, elementi del deter- 
minante della sostituzione, leggi , elementi della r*"“ verticale 
del determinante delia sostituzione. 

Nella pag. 216, alla 6* linea, invece di (10) leggi, (13). Ed alla 
linea 8*, nel posto del primo elemento del determinante, invece 
di A, , leggi, A„. 

Nella pag. 221, a piè di pagina, nel posto del primo elemento 

ffl 

del determinante a sinistra, in luogo del 0, leggi, ; u ; e nel 

m — 1 



secondo membro invece di , leggi , a;* . 

Nella pag.253, alla 1* ed 8* linea invece di y y.y,, leggi, k kjc^. 



Nella pag.264, alla linea 14®, in luogo di -, leggi. 



(m-1)® 
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TEORIA ED APPLICAZIONI 



DEI DETERMINANTI 

PARTE PRl 
TEORIA 

§. 1 . 

INVERSIONI NELLE PERMGTAZIONI. 

1 . Tra le permutazioni di più elementi letterali o numerici 
chiamiamo permutazione principale quella in cui gli clementi si 
succedono in ordine diretto, vale a dire in ordine alfabetico, se si 
tratta di lettere; ed in ordine crescente, se si tratta di numeri; 
e diremo permutazione inversa quella in cui gli elementi seguono 
un ordine prectsamente opposto. 

2. Due elementi di una permutazione, contigui o no, si dice 
che formano inversione, quando non seguono l’ordine diretto; per- 
ciò non vi sono inversioni nella permutazione principale; ma ogni 
altra ne ha un certo numero, il quale si calcola paragonando ogni 
elemento, a cominciare dal primo, con ciascuno de’ seguenti; cosi 
nella permutazione di cinque elementi ehdgbsi trovano sette in- 
versioni, due dovute ad e, tre ad h, una a d, ed una a g. 

Nella permutazione inversa ogni elemento fa inversione con cia- 
scuno dei seguenti; e perciò, se n sono gli elementi, il numero 
delle inversioni sarà espresso da 

(n — l)-(-(n— 2)-t-(w*~-3) -h • • -H-2-i-l=^n (w— 1). 

3. Gli elementi a cui si rapporta un sistema di permutazioni let- 
terali 0 numeriche si supporranno distinti da un numero di ordine. 



ni A 






/ 

i- 









Digitized by Google 




2 



il quéle per ciascuno è quello del posto ch'esso occupa nella permu- 
tazione principale; e ciò a prescindere dal suo numero di ordine 
naturale, con che intendiamo quello del posto eh' esso occupa o 
nella serie alfabetica a,b,c,d,...,o nella progressione naturale 
1, 2, 3, 4, . . . Ora è manifesto che il numero delle inversioni di 
qualunque permutazione è lo stesso di quello delle inversioni del- 
la permutazione che si ottiene cambiandovi ogni elemento, o nel 
suo numero di ordine naturale, o nel suo numero di ordine relati- 
vo alla permutazione principale; ed è così per esempio, che tanto 
è contare le inversioni nella permutazione ehdgb, quanto è con- 
tarle nella permutazione (5, 8, 4, 7, 2) formata, mutando ogni let- 
tera nel suo numero di ordine naturale, o nell’altra (3, 5, 2, 4, 1) 
che si ottiene cambiando ogni lettera nel suo numero di ordine 
relativo alla permutazione principale bdegh. 

4. S’ indichi con P la permutazione principale di più elementi; 
con A una permutazione formata da P portandovi in primo luogo, 
ed in ordine diretto m elementi qualunque,per esempio quelli defi- 
niti da’numeri di ordine crescenti r^, r^, . . ,Tì, , , ,rm-,e s’indi- 
chi con I il numero delle inversioni di A; inversioni dovute unica- 
mente ai suoi primi m elementi. Ora siccome l’elemento t'"° di A si 
conta come nella permutazione principale P, è chiaro che in A 
esso può fare inversione solo con gli elementi da’quali è precedu- 
to in P, e che sono — 1, esclusi tra essi quelli che lo precedono 
in A, e che sono t — 1. Dunque le inversioni di A,dovute soltanto 
al suo elemento, saranno r, — 1 — (t — 1), ossia — i; e per- 
ciò il primo ne da r, — 1; il secondo r, — 2; il terzo r, — 3; e cosi 
di seguito; in guisa che si avrà 

«=(»’ — 1) + (»•.— 2) -h---h (r«— m)=r,-i-r. h hr„ 

5. Supponendo che una permutazione qualunque A sia spezzata 
in due parti a piacere, che indichiamo con B e con €, l’una for- 
mata con i primi m elementi, l’altra con i rimanenti, siano a, |3, y 
le inversioni di A, B, G rispettivamente. Dopo ciò, se dinotiamo 
con ( il numero delle inversioni che ogni elemento della prima 
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parte B fa con tutti gli elementi della seconda parte C, si avrà evi- 
dentemente 

a = 7 -J- t. 

Ora se si dà un ordine diverso agli elementi di B e C, potranno 
variare i numeri p e 7, e quindi anche a; ma c resterà immutato, 
e sarà determinato conoscendosi i numeri di ordine degli elementi 
di B, relativi alla permutazione principale di tutti gli elementi. 
Se r, , r, , . • , sono questi numeri di ordine, il valore di c sarà 
quello che risulta dalla formula di poc’anzi; vale a dire si ha 

*=r. + r,H l-m (m-hl). 

6. Le permutazioni di più elementi saranno distribuite in due 
classi; comprendiamo nella prima quelle che hanno un numero 
pari di inversioni, e nella secotida quelle che ne hanno un numero 
impari. 

7 . Segue da questa convenzione che una peVmutazione muta di 
classe, se vi si scambiano due elementi contigui, perchè con ciò 
essa 0 acquista 0 perde una inversione. Quindi, se un elemento 
di una permutazione si trasporti dopo quello che lo segue, o a 
dritta, 0 a sinistra, si ha una permutazione di classe diversa; dopo 
due si torna alla classe primitiva; dopo tre si riproduce l’altra 
classe; e così di seguito alternativamente. E perciò: 

Se un elemento di una permutazione si trasporli dopo r elementi 
o a dritta o a sinistra, la nuova permutazione apparterrà alla clas- 
se della prima, 0 all'altra classe, secondochè r è pari 0 impari. 

8. Una permutazione in cui debbano tenersi in veduta due ele- 
menti qualunque, come k e q, può rappresentarsi con 

A fc B g C, ( 1 ) 

dove A figura il gruppo di tutti gli elementi che precedono k; B 
quello degli elementi interposti tra k e q, e che ora supporremo 
essere al numero di r; e C finalmente il gruppo di tutti gli ele- 
menti che si trovano dopo q. Se in questa permutazione si cam- 
bia A; in g, e viceversa q in k, si ha l’altra permutazione 

A g B A: C, ( 2 ) 

la quale differisce dalla prima unicamente per lo scambio tra i due 
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eìemenli k e q, tra i quali s’interpongono r clementi. Posto ciò, 
se nella permutazione (1) si trasporti l’elemento k innanzi q, e se 
nella (2) si trasporti q dopo k, nell’un caso, e nell’altro si ha sem- 
pre la stessa permutazione 



; ABk q C, 

( 

Ja quale adunque risulta dalla (1) per lo trasporto di un elemen- 
Vó dopo r clementi, e dalla (2) per lo trasporto di un elemento 
®ép 0 r+1 elementi. Quindi, se la classe di quest’ultima permu- 
tazione è la stessa di quella della (1), sarà poi diversa dalla classe 
ella (2), o reciprocamente; sicché in ogni caso le permutazioni 
(1) e (2) appartengono a classi diverse, e si ha il seguente teorema: 

Due permulazioni,le quali differiscono solo per lo scarnino vicen- 
devole tra due elementi appartengono a classi diverse. 

9. Date due permutazioni appartenenti ad uno stesso sistema 
di elementi si comprende ch’è sempre lecito di supporre che l’una 
sia dedotta dall'altra mediante \in certo numero di scambii suc- 
cessivamente operati tra i suoi elementi a due a due, perchè ciò 
riducesi a fare in guisa che per via di tali scambii gli elementi 
dell’unà prendano finalmente la stessa disposizione che hanno nel- 
l’altra. Questo passaggio da una permutazione ad un’altra può re- 
golarsi in varii modi, c quindi il numero degli scambii può can- 
giare secondo la via che si segue; ma tenendo presente che ogni 
scambio fa cangiar di classe, possiamo conchiudere, che: 

Due permutazioni formate con i medesimi elementi appartengono 
ad una stessa classe, o a classe diversa, secondochè è pari o impari 
il numero degli scambii eh' è necessario di operare successivamente 
tra gli elementi a due a due per dedurre l’una dall'altra. 

10. Si sa che il numero delle permutazioni di n elementi 
ascende ad Ix2x3x •• Xn; e però questo numero, salvo il caso 
eccezionale di n=l, è sempre pari. Osserviamo intanto che le per- 
mutazioni di n elementi possono dedursi da quelle di n — 1 ele- 
menti, aggiungendo in fine di ciascuna di queste l’elemento n”“>, 
e poi supponendo che l’elemento aggiunto avvanzi di un posto per 
volta verso sinistra fino a prendere il primo posto. Ciò premes- 
so siano A, e B, due permutazioni di n elementi formate con ag- 
giungere in ultimo luogo relemcnto »i”'« a due permutazioni di 
tt — 1 elementi appartenenti a classi diverse; cosi anche le per- 
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mutazioni A, e B, saranno di diversa classe; e però se dinotiamo 
con A,, A, , . . , A„ le permutazioni che risultano da A,, facendo 
avvanzare di un posto per volta verso sinistra l’ultimo elemento, 
flnchè pervenga ad occupare il primo posto; e con B* , B, , . . , B„ 
quelle che nella stessa maniera risultano da B, , avverrà che le 
permutazioni comprese nella serie 

Aj , Ag , Aj , • • a , A,i 

saranno di classe diversa da quelle delle corrispondenti pcrmuttf-"* 
zioni dell’altra serie 

B, , Bg , B, , a a a , B,| ; 

vale a dire di tutte le 2n permutazioni provvenienti nel modo in- 
dicato da due permutazioni di n — 1 elementi, che siano di classe 
diversa, una metà appartiene ad una classe, ed una metà aU’altra 
classe. Ora supponendo che si tratti di formare le permutazioni 
di un sistema di elementi letterali a,b,c,d,... , cominceremo da 
quelle di due elementi, come a, b, ed avremo le due permutazioni 

ab, ba, 

le quali appartengono a classi diverse. Indi con la introduzione di 
un terzo elemento c, seguendo il metodo prescritto, avremo le per- 
mutazioni di tre elementi 

abc, acb, cab; bac, bea, eba, 

le quali ancora a due a due saranno di classi diverse. Ma quindi 
è palese che anche quelle di quattro elementi debbono essere a 
due a due di diversa classe; e però è manifesto in generale, che: 
Nel sistema completo delle permutazioni di qualsivoglia numero 
di elementi una metà appartiene ad una classe, ed una metà all’al- 
tra classe. 

§ 11 . 

NOZIONI INTORNO ALLE MATRICI. 

11. Date più serie di ugual numero di termini, se occorra di 
considerare anche le serie che si formerebbero con i loro termini 
di ugual posto, come tutt’i primi, tutt’i secondi, etc.: possono ad 
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un tempo aversi sott’occhio i due sistemi di serie, senza ripeterne 
la scrittura, disponendo le serie date in linee orizzontali, ma in 
guisa che i termini di ugual posto siano verticalmente allineati. 
Per accennare a siflatta disposizione si usa di chiudere il sistema 
delle serie date fra due tratti rettilinei, come nel seguente esempio 

a b c d 
f g h X 
k l tn n 
q r s t 

Questi quadri prendono il nome di matrici; i termini delle serie 
diconsi allora elementi della matrice; e quelli che vi sono orizzon- 
talmente, 0 verticalmente allineati, si dice che formano una linea, 
la quale poi si distingue in orizzontale, e verticale. Tanto le oriz- 
zontali che le verticali si contano per numeri di ordine 1,2,3,...; 
quelle dall’alto in basso, queste da sinistra a dritta. 

* 12. Siccojne ogni elemento appartiene ad una orizzontale e ad 

una verticale, ne segue che per individuare un elemento della ma- 
trice basta assegnare il numero di ordine della sua orizzontale, e 
quello della sua verticale.Quindi per rappresentare di una manie- 
ra generale l’elemento che appartiene alla orizzontale ed alla 
gma verticale suole adoperarsi il simbolo (r, s) , ed i due numeri r 
ed s diconsi ancora indici dell’elemento, l’uno indice di orizzontale, 
l’altro indice di verticale, o semplicemente primo e tecondo indice. 
Cosi nella matrice (1) si ha per esempio 

o=(l,l) , 6=(1,2) , c=(l,3) , d=(I,4) , e=(l,5) 

/•=(2,1) , flr=(2,2) , lb=(2,3) , i=(2.4) , j=M 

etc. etc. etc. etc. etc. 

13. Parlando in seguito di prodotti di due o più elementi di una 
matrice intendiamo espressamente che questi elementi debbano ap- 
partenere ad orizzontali diverse e verticali diverse; di modo che, 
se ogni elemento che figura come fattore di un tal prodotto, è rap- 
presentato col simbolo or ora descritto, dovranno essere tra loro 
diversi tanto i primi indici, quanto i secondi. Ciò premesso sup- 
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poniamo un prodotto di m elementi simbolicamente espresso da 

ir ^ , s.) (r. , s.) (r. , s.) (r^ , sj . . . (r„ , sj; (2) 

risulta dalle convenzioni di poc’anzi che la serie dei primi indici 
*‘i> ^ formata da’numeri di ordine delie orizzontali, alle 

quali appartengono glim fattori; mentre la serie de’secondi indici 
è formata da’ numeri di ordine delle corrispondenti 
verticali. Ora queste due serie numeriche noi le diremo permuta- 
zioni del prodotto, l'una permutazione di orizzontali, l'altra per- 
mutazione di verticali; e le loro inversioni si diranno ancora in- 
versioni del prodotto. 

Osserviamo intanto che, se si cambia l’ordine de’ fattori, cam- 
biano pure le due permutazioni del prodotto,ma dimostreremo (ed 
è quanto interessa) che, qualunque sia l’ordine dei fattori, le due 
permutazioni sono o sempre di una stessa classe, o sempre di clas- 
se diversa. In fatti dando un altro ordine ai fattori del prodot- 
to (2), come per esempio 

(»•«. *.) (»•,. s.) (»•.. «.) (»•«. sj • • • (»•«. O . (3) 

possiamo supporre che dalla forma (2) si passi alla (3), mediante 
un certo numero di scambii successivamente operati tra i primi 
indici a due a due (n.° 9); ma siccome altrettanti scambii si ope- 
rano contemporaneamente tra i secondi indici, ne risulta che le 
due permutazioni sono o sempre di una stessa classe, o sempre 
di classe diversa; e perciò: , 

Se si moltiplicano tra loro più elementi di una matrice presi in 
orizzontali diverse, e verticali diverse, qualunque sia l'ordine dei 
fattori, le due permutazioni del prodotto saranno o sempre di una 
stessa classe, o sempre di classe diversa; o, in altri termini, il nu- 
mero totale delle inversioni delle due permutazioni è o sempre pari, 
0 sempre dispari. 

14. Il prodotto di più elementi di una matrice si dirà algebri- 
co ove si riguardi come affetto dal + o dal — , secondochè le due 
corrispondenti permutazioni sono della stessa classe o di classe 
diversa; o con altre parole, secondochè il numero totale delle loro 
inversioni è pari o impari. Cosi nella matrice (1) il prodotto psb, 
considerato come algebrico, comporta il — , perchè traducendola 
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nella forma simbolica (3, 5) (4,3j (1, 2} si trovano due inversioni 
nella permutazione de' primi indici, e tre in quella de' secondi. 
Si vedrebbe similmente che al prodotto p A q d compete il +, per- 
chè tradotto in (3, 5) (2, 3) (4, 1) (1, 4) si contano quattro inver- 
sioni nei primi indici, ed altrettante nei secondi. Del resto que- 
sto segno può sempre farsi dipendere da una sola delle due per- 
mutazioni, perchè essendo arbitrario l’ordine de’fattori, l’unadi 
esse può ridursi in ogni caso ad essere una permutazione princi- 
pale; ed è poi chiaro che disponendo questi fattori, seguendo l’or- 
dine delie orizzontali, diverrà principale la permutazione dei pri- 
mi indici; e disponendoli invece seguendo l’ordine delle vertica- 
li, lo diverrebbe quella de’secondi indici. 

In generale, chiamando • il numero totale delle inversioni di 
un prodotto di più elementi di una matrice, il segno che gli com- 
pete,come algebrico,sarà quello che risulta dal simbolo ( — 1)*, ov’è 
poi lecito di aggiungere, o togliere all’esponente qualunque nu- 
mero pari. 

15. La determinazione dei segno di cui è discorso può grande- 
mente essere agevolata adottando opportune notazioni per gli ele- 
menti, come sono le seguenti 



a. 




c. 


d, . 
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Nella (4) si suppone che le lettere in ogni orizzontale siano quelle 
della serie continua alfabetica a,b,c,d„ l; e che grindici in 
ogni verticale formino la progressione naturale 1, 2, 3, . . , m; don- 
de segue che in questa notazione il simbolo di ogni elemento por- 
ta con sè il suo indice di orizzontale, mentre quello di verticale 
coincide col numero di ordine naturale della lettera corrispon- 
dente. Quindi è manifesto che per un prodotto di elementi di que- 
sta matrice la permutazione di orizzontali trovasi già bella e for- 
mata nella serie degl’indici de’suoi fattori, mentre quella di ver- 
ticali si avrebbe mutando ogni lettera nel suo numero di ordine 
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naturale; però, siccome delle permutazioni non interessano che le 
inversioni, risulta che possiamo dispensarci dal detto cambia- 
mento, e contare le inversioni nella stessa permutazione di lettere 
(n.® 3). Cosi per esempio si trova immediatamente che il prodot- 
to dj),c^ comporta il — , contandosi due inversioni nelle lettere, 
e tre negl’indici. 

Nella matrice (5) tutti gli elementi sono figurati da una sola 
lettera, variata però con un doppio indice, il primo dei quali è 
l’indice di orizzontale dell’elemento, e l’altro l’indice di verticale. 
Cosi in questa notazione le due permutazioni di un prodotto si 
hanno nelle due serie de’ primi e secondi indici di tutt’ i fatto- 
ri; ed in conseguenza è più immediata la determinazione dei se- 
gno. Talvolta per maggior semplicità si sopprime la lettera che 
sostiene i due indici, scrivendo (r, s) invece di 0^,,; ma con ciò 
si ritorna al sistema già dichiarato al n.® 12. 

16. In seguito, ad evitare circollocuzioni, terremo a riguardo 
delle matrici alcuni modi compendiati di dire, da intendersi di 
per loro stessi; ma che pure vogliamo dichiarare a scanso di equi- 
voci. 

I. Due, 0 più linee di una matrice si diranno di ugual nome 
0 parallele, se sono o tutte orizzontali, o tutte verticali; e quindi 
sono linee di nome diverso una orizzontale, ed una verticale. 

II. In due linee dello stesso nome o di nome diverso, chia- 
miamo corrispondenti gli elementi di ugual posto, come sono il 
primo col primo, il secondo col secondo, etc. etc. 

III. Aggiugnere o togliere una linea da un’altra dello stesso ^ 
nome vuol dire aggiugnere o togliere tutti gli elementi dell'una, 
dai corrispondenti elementi dell’altra. Moltiplicare o dividere una 
linea per una data quantità significa moltiplicare o dividere per la 
quantità tutti gli elementi della linea. Cambiare il segno ad una 
linea vuol dire cambiarlo a tutti gli elementi della linea; il che 
poi vale moltiplicarla per — 1. 

IV. Diremo uguali o identiche, le linee che hanno uguali uno 
ad uno gii elementi corrispondenti; e le diremo equtea{en{i,quan- 
do possono diventare identiche moltiplicandole, o dividendole per 
opportune quantità. 

Y. Chiamiamo simili le matrici che hanno uno stesso numero 

3 
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di orizzontali, ed uno stesso numero di verticali; ed in queste ma- 
trici diremo linee omologhe cd elementi omologhi, quelli che vi 
hanno una medesima situazione. 

17. Le matrici che abbiamo descritte possono, in generale, 
chiamarsi rettangolari; ma prendono il nome di quadrate,quando 
il numero delle orizzontali ò uguale a quello delle verticali; e que- 
sto numero allora dicesi grado della matrice. Quindi una matrice * 
quadrata di grado n contiene n* elementi. 

Nelle matrici quadrate due linee di nome diverso designate da 
uno -stesso numero di ordine dicoiisi conjugate; e quindi sono 
conjugate la prima orizzontale, e la prima verticale; la seconda 
orizzontale e la seconda verticale, eie. in due linee conjugate gli 
elementi corrispondenti, cioè di ugual posto, diconsi ancora conju- 
gali; c perciò il primo elemento dell'una è conjugato al primo ele- 
mento dell’altra; il secondo conjugato al secondo; il terzo al ter- 
zo etc. L’elemento comune a due lince conjugate è il conjugato di 
sé stesso, e chiamasi elemento principale. È evidente che nella 
matrice quadrata 



*^3,I • ^3’» 

®«,t ®II,S • ®«,n 

un elemento qualunque a,._, ha per conjugato l’elemento a,y, cd 
Orj- è il principale r"*“ elemento, di talché o, ,, o,_,, a, , , .., a„,„ 
sono i successivi principali clementi. 

Si chiamano simmetriche le matrici quadrale nelle quali ogni 
linea è identica alla sua conjugata; o ch’è lo stesso, nelle quali 
ogni elemento è uguale al suo conjugato. Cosi per esempio è sim- 
metrica la matrice di 3“ grado 

a b c 
b d e 

C € f 

ma in generale è chiaro che può tenersi come simmetrica la ma- 
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trice di grado », scritta poc’anzi, quando i suoi elemcuti veriii- 
chino la condizione 




la quale deve sussistere dando a ciascuno degl’indici r ed s tutt’i 
valori 1, 2, 3, . . , n. 

Nella matrice quadrata si considerano ancora i due sistemi di 
elementi che vi si trovano allineati secondo le duediagonali;e pe- 
rò si dice che ciascuno forma una diagonale. Di esse l’una è co- 
stituita dagli elementi principali, e chiamasi diagonale principa- 
le; e si dirà l'altra seconda diagonale. 

18. Occorrendo in seguito di considerare la matrice che si for- 
merebbe con alcune orizzontali, o con alcune verticali di una da- 
ta matrice, intendiamo espressamente, e lo avvertiamo una volta 
per tutte,che queste linee debbono conservare nella nuova matri- 
ce Io stesso ordine di successione che hanno nella matrice primi- 
tiva; di modo che la matrice nuova dev’essere ciò che diviene la 
primitiva sopprimendone tutte le altre lince che di quella non 
debbono far parte. 

Ciò premesso, data una matrice rettangolare di m orizzontali 
ed n verticali, e supposto m < n, possiamo dedurne un sistema 
di matrici quadrate, combinando ad m ad m le sue verticali, sal- 
va sempre per ogni combinazione di verticali la condizione or’ora 
prescrittà in quanto all'ordine con cui debbono succedersi nella 
corrispondente matrice ; e se s’indica con ^ il numero di queste 
matrici quadrate, sarà 

_ n{n — 1) (n — 2) . . . (n — 

^ Ix2x3x . . . Xm 

Supposta per esempio la matrice di tre orizzontali c quattro ver- 
ticali 

a, b, c, d. 

«a h «a 

a, b, c, d. 
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combinando le verticali a tre a tre si hanno le quattro matrici di 
3® grado 



a, b, c. 


9 


a. b, d. 


f 


a, c, d. 


9 


b, c. d. 


0, 6, c. 




0, b, 


t 


«. <1. 




6, c. d. 


a, è, c. 




a, b, d. 




a, f, d. 




6, c, dj 



in ciascuna delle quali le verticali, secondo la condizione impo- 
sta, si succedono con l'ordine istesso che hanno nella matrice 
originaria. 

Se si fosse supposto m > n, vale a dire, se nella matrice pri- 
mitiva il numero delle orizzontali fosse maggiore del numero del- 
le verticali, converrebbe combinare invece le orizzontali ad n ad 
n per dedurne un sistema di matrici quadrate di grado n. 

§. III. 

PRIME NOZIONI INTORNO AI DETERMINANTI 
ED AI DETERMINANTI MINORI E COMPLEMENTALI. 

19. Chiamasi determinante la somma algebrica di tutt’i prodotti 
che possono ottenersi moltiplicando ad n ad n gli elementi di una 
matrice quadrata di grado n presi in orizzontali diverse e verti- 
cali diverse, e dando ad ogni prodotto il -(- o il — , secondochè 
le due corrispondenti permutazioni di orizzontali e di verticali 
sono di una stessa classe, o di classe diversa; o in altri termini, 
secondochè il numero totale delle loro inversioni è pari, o impa- 
ri. Ordinariamente il determinante si rappresenta con la stessa 
sua matrice; ed allora gli elementi, le linee, il grado etc: della 
matrice diconsi elementi, linee, grado, etc. del determinante, il 
quale ancora dicesi simmetrico, se simmetrica è la sua matrice. 

20. Applicando la definizione allo sviluppo del determinante di 
grado n 
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è chiaro che ogni termine di P è un prodotto di n elementi, dove 
tanto i primi, quanto 1 secondi indici formano una permutazione 
de 'numeri 1,2,3,.., n, e che prende il -4- o il — secondochè è pari, 
o impari il numero totale delle inversioni nelle due permutazio- 
ni. Tra i termini dei determinante merita di esser distinto quello 
che risulta dal prodotto degli elementi principali, cioè 

• • • ®»,n* 

Questo termine, che dicesi principale, e che prende sempre il se- 
gno -f- , perchè le due permutazioni sono identiche,può tenersi co- 
me tipo generatore di tutti gli altri,! quali possono daesso dedursi 
o permutando i primi indici in tutt’i modi, tenendo fermi i secon- 
di; 0 invece permutando i secondi, fermi restando i primi, ed il 
segno di un termine qualunque dipenderà solo dalle inversioni 
degl'indici permutati. È poi manifesto che i termini del determi- 
nante sono Ix2x3x •• xn, metà col +, metà col — (n.® 10). 

Il determinanteP suole anche indicarsi col simbolo più conciso 

ov’è in veduta il solo termine principale; mentre il z ed il dop- 
pio segno + accennano la somma algebrica di tutt’i termini che 
si deducono nel modo indicato, e con la regola già data in quan- 
to a’ segni. 

21., Se nel determinante P si cambiano le orizzontali in verti- 
cali, 0 viceversa, e con l’ordine medesimo di successione, si ha 
l’altro determinante 

^J,I ®»,1 * ®ll.X 

• ®n,i 

®i,« ®B,» • ®n,j 

®i,n ®»,n ®»,n • ®»,n 

il quale però non è diverso da P, perchè il suo sviluppo può otte- 
nersi in modo affatto identico per mezzo del termine principale, 
eh’ è lo stesso. Da ciò risulta che i determinanti non sono punto 
alterati con tal cangiamento. 
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22 . Considerando ancora lo sviluppo del determinante 



a, 6, c, . l, 
a, 6, c, . I, 

«n <•» • 

si vede che ogni suo termine è un prodotto di n elementi con let- 
tere ed indici diversi, che prende il -f- o il — secondochè è pari 
0 impari il numero delle inversioni nelle une e negli altri (n“ 15 ). 
Ma anche questo sviluppo può dedursi dal termine principale 
a, ò, c, . . , permutando o solo le lettere, o solo gl’indici; ed i 

segni dipenderanno o solo dalle inversioni nelle lettere, o solo da 
quelle negl’indici. E però il determinante può dinotarsi col sim- 
bolo già dichiarato 

2±a.6,c,../„. 

23 . Soggiungiamo alcuni esempii di sviluppi di determinanti. 









I — 



a,b, 

a,6„ 



a,a, 

ò.òj 



a, b, c, 


= 


(l^ Cfg 


a, 6. f. 




6, 6. 6, 


a, b, 




Ca P. 






=2±o,6,c,=a,6,f,— a.c,6,-Hc.a.6,— 6,a,c, 

-4-6.c,a,— c.6,a, 



Vedremo tra poco che i determinanti possono essere sviluppati 
con metodi molto più semplici e rapidi; ma per ora osserveremo, 
e giova di tenerlo presente, che : un determinante di grado 
equivale al prodotto dei due elementi principali diminuito del pro- 
dotto degli altri due. 
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24. Il prodotto di tutti gii elementi della seconda diagonale è 

anch’esso un termine del determinante. Nel determinante P que- 
sti elementi, disposti secondo le orizzontali, formano la serie 
Oj,n . . • • . dove i primi indici procedono 

in ordine diretto, ed i secondi in ordine inverso ; e perciò il se- 
gno che compete al detto termine è quello che risulta dal simbo- 
lo (—1) (n.» 2).. 

25. Se da un determinante si sopprimono delle orizzontali ed 
altrettante verticali, le lince che restano formano un altro determi- 
nante che dicesi minore in riguardo al primitivo; e due minori di 
uno stesso primitivo diconsi complemenlali, o l’uno complemento 
ddl’altro,se ciascuno risulta dal primitivo sopprimendone le oriz- 
zontali e le verticali, le quali concorrono alla formazione dell’al- 
tro. €osl per esempio in riguardo al determinante primitivo 
di 4° grado 

«. K c, d. • 

a, òg Cg dg 

a. i», c, d, 

«* K 

i due minori di 2® grado 

òg dg , a, c, 

b^ dg a, c, 

sono l’uno complemento deH’altro,ed è poi chiaro in generale che 
la somma de’gradi di due minori complemcntali è uguale al gra- 
do del primitivo. 

26. Bisogna osservare che un determinante minore di grado m 
può riguardarsi come un determinante comune ad una matrice 
di m orizzontali del primitivo, c ad un’altra di m verticali; ed il 
suo complemento è pure un determinante comune alla matrice 
delle rimanenti orizzontali del primitivo, ed a quella delle l'ima- 
nenti verticali. Laonde, se dinotiamo con H un minore di grado m 
del determinante P, comune alle due matrici di orizzontali e di 
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verticali designate rispettivamente da’ numeri di ordine 
r. , r, , r, , . . , ed s, , s, , s, , 

procedenti e gli uni e gli altri in ordine diretto, sarà 

, «J, Or, , », • ®r, , 

a » a » *1 * ^**a * *111 

H= 

®»-in > »i ’ «a ' • »n* 



In questo determinante minore i primi indici in ogni verticale 
riproducono la serie r,, r„..,r„, ed i secondi in ogni orizzontale 
riproducono l’ altra serie s, , s, , • . , s,„. È poi manifesto che nel 
complemento di un tal minore i primi indici in ogni verticale sa- 
rebbero i numeri che restano della serie 1, 2, 3, . . , n, esclusi 
»■, , f'a » • • » ’’m l|pd i secondi indici in ogni orizzontale sarebbero 
i numeri che restano della stessa serie, esclusi 
27. Considerando lo sviluppo del minore H è chiaro, che ogni 
suo termine è un prodotto di m elementi dove i primi indici for- 
mano una permutazione de’ numeri r, , r, , . . , r,„ , ed i secondi 
una permutazione de’ numeri s, ; ed il completo si- 

stema de’ termini può dedursi dal termine principale 

. »I “*■» • »a “'■j > •» • • ®*'m . »m 



permutando in tutti i modi o solo i primi indici, o solo i secon- 
di. Per assegnare i segni converrebbe formare per ogni termine 
le due corrispondenti permutazioni di orizzontali e di verticali 
(n.® 19); ma possiamo ancora dispensarcene, e contare invece le 
inversioni nelle stesse permutazioni de' primi e secondi indici 
(n.® 3); da che risulta in fine che i minori del primitivo P si svi- 
luppano esattamente con le stesse norme del primitivo; e posso- 
no generalmente rappresentarsi con 

Jdbflr, , », , », «r, , », • • 
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28. Due determinanti minori di uno stesso primitivo diconsi 
coniugati, quando le orizzontali e le verticali, le quali concorrono 
alla formazione dell' uno, sono inversamente definite da’medesimi • 
numeri di ordine delle verticali e delle orizzontali, le quali concor- 
rono alla formazione dell' altro. 

Se i numeri di ordine d^le orìamKrn, le quali concorrono 
a formare un determinante minore, ^o gli stessi di quelli delle 
verticali, questo minore è il conjq^to/tli sè stesso, e chiamasi 
minore principale. Dunque le orizzontali e verticali del primiti- 
vo, le quali concorrono a formare un determinante minore prin- 
cipale, sono a coppia conjugate (n° 17) ; donde segue che i suoi 
principali elementi son tali ancora nel primitivo; ed il suo com- 
plemento è anch'esso un determinante minore principale. 

29. Chiamiamo caratteristica di un determinante minore la 
somma de' numeri di ordine di tutte le orizzontali e verticali del 
primitivo, le quali concorrono a formarlo; cosi dinotando con x 
la caratteristica del minore H considerato nel n.° 26 sarà 



Ora se s’indica con x' la caratteristica del complemento di H si 
ha evidentemente 

x-t-x'=2 (l-t-2-t- • . -t-n); 

e ne risulta, che: le caratteristiche di due minori complementali so- 
no 0 pari ad un tempo, o dispari ad un tempo. 

È chiaro che la caratteristica di qualunque minore del primi- 
tivo P è sempre uguale alla somma di tutti gl’ indici di ogni ter- 
mine dello stesso minore; ma nel calcolarla gioverà far capo dal 
termine principale. La caratteristica di un elemento a^,, è la som- 
ma degl’ indici r ed s. 

30. 1 complementi dei determinanti minori saranno distinti in 
algebrici ed ordinarti. È alg^nrico il complemento se si riguarda 
come affetto dal ■+■ o dal — , secondochè è pari o impari la sua 
caratteristica, o quella dello stesso minore; ed è ordtinario quan- 
do si prescinde da questo segno; ma in tal caso raggiunto di or- 
dinario sarà quasi sempre omesso. 

Quindi, se H dinoti un determinante minore qualunque, K il 

• 4 .» 
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suo complemento ordinario, e x la caratteristica sia dell' uno, sia 
dell’altro, il complemento algebrico diH sarà espresso da ( — 1)“K; 
e viceversa quello di K lo sarà da ( — Si comprende dopo 
ciò esser lecito di accrescere o diminuire la caratteristica di qua- 
lunque numero pari, ed anche ridurla, a seconda de' casi, a zero 
o ad uno. 

31. Intorno ai complementi algebrici sono osservabili i seguenti 
casi particolari : 

I. 11 complemento algebrico di un elemento prende il + o 
il — secondochè è pari o impari la somma de’ numeri di ordine 
delle due linee che passano per l’ elemento. 

II. I complementi algebrici de’ successivi elementi di una 
stessa linea prendono alternativamente il + ed il — ; a comin- 
ciare dal-t-, se il numero di ordine della linea è impari; dal — . 
se pari. 

IH. 11 complemento algebrico di un elemento principale, o 
di un determinante minore principale prende sempre il segno 

IV. I complementi algebrici di due elementi conjugati, o di 
due determinanti minori conjugati, prendono sempre segni simili. 

32. Passeremo ora ad esporre una proprietà de’ minori com- 
plementali, che può tenersi come il fondamento della teoria dei 
determinanti. Sia H, come al numero 26, un determinante mi- 
nore di grado m del primitivo P, e K il suo complemento, che 
sarà di grado n — m. Tenendo presente la legge, che regola lo svi- 
luppo de’ minori del primitivo P, è palese che, se si moltiplicano 
tra loro gli sviluppi de’ complementali H e K, ogni termine del 
prodotto IIK, astrazion fatta dal segno,è un termine di P, perchè 
formato di n elementi, ne’ quali tanto i primi quanto i secondi 
indici formano permutazioni de’ numeri 1, 2, 3, . . , n. In conse- 
guenza, se si dinotano con h e k due termini qualunque di H e K, 
alTetli da’ segni rispettivi, chiamando e il numero totale delle in- 
versioni che i primi e secondi indici di h fanno rispettivamente 
co’ primi e secondi indici dii:, l’espressione ( — lyhk sarà un 
termine di P, col segno che gli compete; ma si ha (n.® 5) 

j=r,-hr,-| hr,„+s,-+-s,H m (m+l); 

adunque, essendo pari il numero m (m+l), questa espressione si 



Digitized by Google 




19 



muta in ( — e ne segue che per cangiare i termini del 
prodotto HK in termini del determinante primitivo P , basta 
moltiplicarli per ( — 1)*. Quindi risulta che la stessa espressione 
‘ ( — 1)“HK è una parte del primitivo; e si ha perciò la seguente 
proposizione : 

Il prodotto di due minori complementali, preso col +, o col — , 
secondochè è pari o impari la caratteristica dell' uno o dell’altro, è 
una parte del primitivo. Ovvero : Il prodotto di un determinante 
minore pel suo complemento algebrico è una parte del primitivo. 

33. Se uno de’ minori si riduce ad un elemento, il teorema e- 
quivale a dire, che: H prodotto di un elemento pel suo complemento, 
preso col o col — , secondochè è pari, o impari la caratteristica 
dell'elemento, è una parte del determinante primitivo. Owero: Il pro- 
dotto di un elemento di un determinante pel suo complemento alge- 
brico è una parte dello stesso determinante. 

34. 11 complemento di un determinante minore può anche dirsi 
complemento di qualunque termine dello stesso minore, poiché 
in effetti risulta dal primitivo sopprimendone le linee che passa- 
no pe’ fattori del termine. Più generalmente può dirsi che un pro- 
dotto di m elementi del primitivo ha per complemento il minore 
che ne risulta sopprimendone le orizzontali e verticali che passa- 
no pe’ fattori; e per caratteristica la somma de' loro numeri di 
ordine; ed allora per la dimostrazione del teorema precedente è 
manifesto, che : 

Se si moltiplica il prodotto algebrico di m elementi di un determir 
nante pel suo complemento algebrico si ha una parte del determi- 
nante primitivo. 

§. IV. 

pròprietX generali de’ determinanti. 

35. Se gli elementi di una linea di un determinante di grado n 
si moltiplicano pe’ rispettivi complementi algebrici, si ottengono 
n parti del primitivo (n® 33) tra loro diverse; e poiché i termini 
di ciascuna sono Ix2x3x •• x(n — 1); cosi le n parti ne danno 
in tutto Ix2x3x •• xn, quanti sono i termini del primitivo; il 
quale perciò é uguale alla loro somma. Quindi: 
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Ogni determinante equivale alla somma de’prodotti di tutti gli de- 
menti di una linea pe’ rispettivi complementi algdtriei. 

O, in altri termini : 

Ogni determinante equivale alla somma algebrica de' prodotti di 
tutti gli elementi di una linea pe’ rispettivi complementi, presi alter- 
nativamente col -h e col — ; a cominciare dal se U numero di 
ordine della linea è impari; dal — se pari. 

36. Questo teorema permette di sviluppare i determinanti in un 
modo assai più rapido di quello che risulta dalia definizione, poi- 
ché la sua ripetuta applicazione conduce a determinanti di gradi 
sempre più bassi. Eccone degli esempii: 



a b e d 
a' b' c' d’ 
u V 'x y 
u' v' x' y' 



=ab 



=a 



b' e d[ 

V X y 
v' x'y’ 



a' c' d' 
u X y 
u' x' y' 



+c 



o' b' «r 

U V y 
u' v' y' 



a' b’ e' 

U V X 

•i' y»' 

U V X 



u ajl — dc'lu V 
u' x'\ 



l'Ix yi — ac'\v j/l+ad'ie x\ — ba'lx y l-HÙc'lu yi — M'Iu x 
U'yi lo'yi Wx'\ ìx'y'ì lu' y'| W stf 

+co'|t> y| — cù'iti y|+cd'|u ni — da'tv x\-i-db' 

In' y'I lu' y'I lu' n'I |n' x'\ 

={ab'—ba') {xy'—yx')—{ac'—ca') (ny' — yn' )-\-{ad'—da'){vx’—xv') 
+(bc'~cb') {uy'—yu')—ipd! —db') {ux’—xu')+{cd' —dc'){uv'—vu'). 

ix yl = (a:'y'' — y'x") — {xy" — yx^)-hxy'—yx'). 

1 x' y' 

1 y'I 

2 —1 3|=2(4-f-3)+4(— 2+9)+6(— 1— 6)=0. 

■4 " 

6 

37. Considerando il determinante 



-4 2 1| 

—3 2| 



P= 



**X.l ®x.» 



* 1 .» 









31 

converremo, in generale, di dinotare con il complemento al- 
gebrico deir elemento a^,, ; ed allora il teorema precedente si tra^ 
durrà nell’ una o l'altra delle formole 






secondochè si applica ad una orizzontale o ad una verticale , e 
nelle quali l’indice r può prendere tutt’i valori 1, 2, 3, . . , n. 

38. Se si trasforma un determinante scambiandovi tra loro due 
linee parallele contigue, si riconosce subito che il complemento or- 
dinario di uno stesso elemento appartenente ad una delle due linee 
scambiate è lo stesso nel primitivo, e nel nuovo determinante; ma 
è chiaro che, se questo complemento si riguardi come algebrico, 
esso allora prenderà segni contrarii nei due determinanti. Posto 
ciò, se nel determinante P si scambiano per esempio tra loro la 
prima e la seconda verticale, chiamando P' il nuovo determinante 
avremo 




«... 

a.,. 




a»,» a„,, . a„_„ 



Ora è evidente che se i determinanti P e P' si sviluppano secon- 
do gli elementi di una delle due verticali scambiate, questi svi- 
luppi saranno uguali, ma di segni contrarii; così sviluppando il 
determinante P secondo gli elementi della prima verticale si ha 



mentre sviluppando P' secondo gli elementi della seconda verti- 
cale si avrebbe 

P'== — a,_,A,_, — a.,,A,,, — a,,, A,,, — • • — a»,,A*,, ; 

e ne risulta P = — P'. Segue da ciò che lo scambio tra due li- 
nee parallele successive non altera punto il valore assoluto di un 
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determinante, ma gli fa prendere un segno contrario. Adunque 
se una linea di un determinante si trasporti parallelamente a sè 
stessa dopo quella che immediatamente la segue o a dritta o a 
sinistra, il determinante non fa che mutar di segno; ma quindi è 
chiaro che trasportandola invece dopo due linee, il determinante 
riprende il segno di prima; dopo tre tornerebbe a cambiar di se- 
gno; e cosi di seguito alternativamente; di modo che, in genera- 
le, il determinante ritiene o muta il segno secondochè una linea 
vi è trasportata dopo un numero pari o un numero impari di li- 
nee; e perciò se si dinota con P' ciò che diviene il determinante 
P, quando una linea vi è trasportata parallelamente a sè stessa 
dopo r linee, si avrà 

P'=(— 1)''P. 

Dietro questa proprietà de’ determinanti, ragionando precisa- 
mente come al numero 8 a riguardo delle permutazioni, si con- 
chiude senza più il seguente teorema: 

Un deUrminante muta solo di segno e non di valore scambian- 
dovi tra loro due linee parallele qualunque. 

39. Segue da questo teorema che un determinante non muta 
di valore assoluto, comunque si scambiano tra loro e le verticali 
e le orizzontali, ma ritiene o muta il segno, secondochè è pari o 
impari il numero totale degli scambi!. È chiaro che in riguardo 
al determinante P questo numero è pari o impari a seconda del 
numero totale delle inversioni ne' primi indici di una véV'ticale, 
e nei secondi di una orizzontale; o, eh’ è lo stesso, ne’ primi e se- 
condi indici del termine principale del nuovo determinante; e per- 
ciò chiamando P' questo determinante, ed > il numero totale delle 
dette inversioni, si avrà in generale 

P'=(— 1)'P. 

Intorno a questa formola noteremo due casi particolari: 

I. Se il determinante P' sia formato disponendo in ordine 
inverso o le sole orizzontali, o le sole verticali del determinante 

P,avremo (n®2), *=-^n(n — 1); e quindi P'=( — l)'ì"'"“‘'P. 
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II. S’ indichi con x la caratteristica di un minore di grado 
m del primitivo P, e per esempio del minore comune alle matri- 
ci di orizzontali e di verticali definite rispettivamente da’ numeri 
di ordine r, , r, , . , r„ ed s, , s, , . , ; allora supponendo che 

P' sia formato da P, portandovi in primo luogo ed in ordine di- 
retto quelle orizzontali e quelle verticali, si avrà evidentemen- 
te (n* 4 e 32) e=* — ; e però essendo pari il numero 
risulterà P'= ( — 1)’'P; ma è importante di osser- 
vare che il minore considerato in P si trova riprodotto in P' co- 
me il principale minore determinante comune alle matrici costi- 
tuite con le prime m orizzontali, e con le prime m verticali. 

40. Il teorema del n.® 35, o le formole del n.® 37 che gli equi- 
valgono, rendono senza più manifesta la seguente proposizione. 

Un fattor comune a tutti gli elementi di una stessa linea può 
mettersi in veduta come moltiplicatore dfil determinante, o può darsi 
come fattore agli elementi di un’altra linea. Quindi, se una linea 
si moltiplichi 0 divida per una quantità qualunque, U determinante 
sarà rispettivamente moltiplicato o diviso per questa quantità. Ed 
un determinante non cambia di valore, se, moltiplicando una linea 
per una data quantità, si divida ad un tempo un altra linea per 
la stessa quantità. 

Quindi si ha per esempio ' 



a bx cy 


— 


ay b c 


=xy 


a b c 


d ex fy 




dxy ex fx 




d e f 


g hx iy 




gy h » 




g h i 



Può osservarsi che un determinante cambia solo di segno, se 
si cambia il segno ad una linea qualunque J(n® 16, III); ma più 
generalmente è chiaro che il cambiamento di segno a quante li- 
nee si vogliano non altera il valore assoluto del determinante, il 
quale poi ritiene o muta il segno, secondochè è pari o impari il 
numero delle linee alle quali si cambia il segno. 

41. È conseguenza immediata del n.® 35 che un determinante 
è nullo, se sono nulli tutti gli elementi di una stessa linea. Ri- 
sulta inoltre dal teorema del num.® 38 che anche nullo è un deter- 
minante in cui vi siano due linee parallele identiche, perchè, scam- 
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biandole tra loro, il determinante resta quarera,e non può, come 
dovrebbe, cambiar di segno; ma or segue dall’ ultima proposi- 
zione che avviene altrettanto, se le due linee sono invece equiva- 
lenti (n.** 16, IV), potendo sempre ridursi ad essere identiche. E 
perciò: 

È nullo un determinante in cui $ono nulli tutti gli elementi di una 
stesm linea; ed è anche nullo se due linee parallele sono o identiche, 
0 equivalenti. 

Cosi, per esempio, si riconosce a colpo d'occhio, e senza cal- 
colo, che è nullo il determinante 

2—13 
—4 2 1 

6—3 2 



già considerato in ultimo luogo al n.° 36, bastando perciò di os- 
servare che le due prime verticali sono equivalenti. 

42. Tra casi particolari cui dà luogo il teorema del num. 35 è 
osservabile il seguente: 

Se sono nudi gli elementi di una linea,eccetto un sólo, il determi- 
nante sarà uguale al prodotto del detto elemento pel suo complemento 
algebrico; ovvero al prodotto dell'elemento per lo stesso determinan- 
te, nel quale però sia messa l'unità in luogo dell'elemento. 

Esempli 



a 


b 


0 




= 


a b 


0 c 


d 


e 


f 


9 




0 0 


f 0 


t 


u 


0 


» 




t u 0 V 


X 


y 


0 


z 




X y 


) z 








a 




c d 


=0 








0 


a 


b c 










0 


0 


X y 










0 


0 


x' y' 





=/■ 


a 


6. 


0 c 


=— /■ 


a 


b 


c 




0 


0 


1 0 




t 


u 


V 




t 


u 


0 « 




X 


y 


z 




X 


y 


0 z 










a 


b 


c 


=0* 


X y| 


• 






0 


X 


y 




x' y'I 








0 


x' 


y’ 













43. Segue da ciò che in un determinante è lecito di sopprimere, 
o inserire ovunque due lince di nome diverso, purché si adempia 
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a due condizioni: 1° che le due linee abbiano l'unità per elemento 
comune, e nulli lutti gli altri di una di esse, qualunque siano 
quelli deU’altra; Il"che si dia al nuovo determinante il segno che 
conviene al complemento algèbrico deirelcmenlo comune: condi- 
zione alla quale è superfluo di aver riguardo, se le due linee sono 
conjugate (n® 17 e 31, III). Intanto, siccome rinserimento di cop- 
pie di linee conjugate può continuarsi a piacere, risulta che: 

Un determinatile di qualunque grado può sempre farsi apparire 
come un determinante di grado superiore assegnato, inserendovi un 
numero conveniente di coppie di linee conjngale. 

44-. Supponendo che in un determinante siano nulli tulli gli e- 
lementi da una stessa parte di una diagonale, la ripetuta appli- 
cazione del teorema del n.° 42 dimostrerà, che: 

Un determinante di grado n in citi sono nulli tulli gli elementi da 
uno stesso lato di una diagonale equivale al prodotto degli elementi 
della diagonale, preso col -t-, se si tratta della diagonale principale; 

t 

e, se si tratta dell’altra, col segno definito dal simbolo ( — 1)7"!*'“''. 



Esempi! : 



a 


b 


c 


d 




a 


0 


0 


0 


= 


a 


0 


0 


0 


0 


e 


r 


9 




t 


e 


0 


0 




0 


e 


0 


0 


0 


0 


h 


i 




u 


X 


/t 


0 




0 


0 


/l 


0 


0 


0 


0 


k 




V 


y 


= 


k 




0 


0 


0 


k 






a 


b 


X 




0 


0 


X 




0 


0 


X 








c 


X 


0 




0 


.T 


t 




0 


X 


0 








X 


0 


0 




.T 


II 


i' 




.r 


0 


0 





45. Se gli elementi di una linea di un determinante si molti- 
plichino ordinatamente pe’ complementi algebrici de’ corrispon- 
denti clementi di un’altra linea parallela alla prima, la somma 
de’prodotti esprime il determinante nella ipotesi che le due linee 
siano identiche, e quindi è nulla. Dunque: 

La somma de'prodotti degli elementi di una linea di un detet'mi^ 
nanle pe’ complementi algebrici de’ corrispondenti elementi di un’al- 
tra linea parallela alla prima, è identicamente nulla. 

r> 
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Così, se gli elementi della prima orizzontale del determinante 

a b c 
a' b' c' 
a" bf c" 

si moltiplicano pe’ complementi algebrici de’ corrispondenti ele- 
menti della seconda, avremo 



a 


b c 


-hb 


a c 


— c 


a b 




b" c" 




a" c" 




a" b" 



= — a(6c' — cbT) -\-b{flt " — co^ — c{abf — ba")=0 ; 

c ciò come se si applicasse il teorema del n® 35 alla seconda oriz- 
zontale del determinante identicamente nullo 

a b c • 1 ■ 

a b c 

a" b" c" 

46. Dopo ciò possiamo affermare che ciascuna delle espressioni 

equivale al determinante P, se sono uguali i valori degl’ indici r 
ed s ; ed è nulla nel caso opposto. 

47. Supponiamo ora che lutti gli elementi di una stessa linea 
del determinante P siano espressioni polinomie di ugual numero 
di termini, e pongasi per fissar le idee 

, • • • , Or,»-— 5 

allora avremo 

P=(a,-f-6,)Ar.,+(fl,+Ò,)Ar,,-+- • • -+-(a»+Ò„)A,,n » 

0 sotl’ altra forma 

P=(a,Ar,,+a,Ar,»-l- • •-t-0»Ar,n)-4-(Ò,Ar,,-4-6,A,.,,-f- •• -t-Ò„A,.,„) . 
Ora è chiaro che le due parti del secondo membro esprimono ri- 
spettivamente ciò che diviene il determinante P, quando agli ele- 
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menti della r”*" orizzontale si sostituiscano una volta le quantità 
a, , a,, . . , a„, ed un’ altra volta le quantità 6, , à,, . . , il 
che dimostra che quel determinante può essere decomposto in due 
parziali determinanti. Ma in generale è evidente che, se gli ele- 
menti della linea che si considera sono polinomii ognuno di m 
termini, il determinante P potrebbe decomporsi in m parziali 
determinanti, ciascun dei quali si forma da P con solo ridurvi 
ogni volta la linea di elementi polinomii ad una linea di mono- 
mii, presi uno per ogni polinomio, a patto che ogni monomio 
non sia impiegato che una sola volta; e quindi risulta, che: 

! Un determinante in cui gli elementi di una linea sono polinomii 
di m termini può decomporsi in m parziali determinanti, ognun 
de'quali è ciò che diviene il primitivo, riducendo ógni volta la linea 
complessa ad una linea di monomii, presi uno per polinomio; ma 
impiegando ogni monomio una volta sola. 

48. Si comprende che questo teorema è sempre applicabile an- 
corché i polinomii non abbiano uno stesso numero di termini, 
potendosi rimpiazzar con lo zero ogni termine che manca. E si 
comprende inoltre che la decomposizione, cui da luogo, può re- 
golarsi in varie maniere, essendo arbitraria la scelta de’ monomii 
da’ quali va formata la linea di ogni parziale determinante ; ma 
nelle applicazioni giova disporre i termini dei polinomii della li- 
nea complessa in modo che tutti quelli che vogliono destinarsi a 
formar la linea di un parziale determinante vi abbiano lo stesso 
posto, .cioè siano o tutti primi, o tutti secondi, ctc. Allora la Ji- 
nea complessa può riguardarsi come somma di più linee sempli- 
ci; ed i parziali determinanti si otterranno riducendo ogni volta 
la linea complessa ad una delle sue componenti. 

Esempii : 



la b X -hy -hz 




— 


a 


b X 


-f- 


a 


b 


y 




a 


b 


z 


a' b' x'+y'-hz\ 




a' 


b' x' 




a' 


b' 


y' 




a 


b' 


z' 


a" ¥ x"+yf'-irz" 




a" 


¥ x" 




a” 


¥ 


/ 




a" ¥ 


z" 


a b c+x 




« 


b 


C ->t- X 




a 


b 


C 


4-x 


a' 


¥ 


a' b' c' 




( 


j' 


b' 


c'+O 




a' 


b' 


c' 






a" 


¥ 


a" ¥ c" 




a" 


¥ 


c"+0 




a" 


¥ 


c" 
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Quando nel delerminafnte vi sono più linee complesse ciascuna 
può dar luogo ad una somigliante decomposizione. In generale, se 
in sono le linee complesse, e le loro componenti siano rispettiva- 
mente in numero di r, r„, , i parziali detcminanti sa- 

ranno r,xr,x • • Xr,„. Supposto che il primitivo sia di grado n, 
e che ogni linea sia complessa e formata di m linee semplici, sa- 
ranno mn i parziali determinanti, i quali possono ottenersi com- 
binando le lince semplici ad n ad n, a patto di prenderne una 
per ogni complessa, e che in ogni parziale determinante le n li- 
nee semplici siano disposte con lo stesso ordine di successione, 
che hanno nel determinante totale le linee complesse alle quali 
esse rispettivamente appartengono. 

49. Invertendo il teorema di poc’anzi si ha la seguente propo- 
sizione : 

Più determinanti, i quali differiscono solo per una linea di ugual 
nome e di ugual posto, possono riunirsi in un solo determinante, il 
quale ugualmente non differirà da ciascuno degli altri che nella li-' 
nea dello stesso nome e dello stesso posto; e questa linea nel deter- 
minante totale sarà la somma di tutte le linee differenti dei parziali 
determinanti : 

Eseinpii: 



a u 


-H 


a V 


-h a a; 


= 


a u 4- e -h® 


a' il' 




a' e' 


a' x' 




a' u'-h v'-hx' 



a h c 


x'-\- 


a b 


d 


x-\- 


a b e 


r- 


a b 


ex* -{-dx 4-e 


a' b' c' 




et' V 


d' 




fl' 6' e' 




a' b' 


ex* -t-d'ar-f-e' 


a" b" c". 




a" b" 


d" 




or b" 




a" b" 


c''x'-hd''x->re" 



50. Se ad una linea di un determinante se ne aggiunga o tolga 
un’altra dello stesso nome, si ha un nuovo determinante con una 
linea complessa formata di due linee semplici; ed è chiaro che, 
decomponendosi in due parziali determinanti, l’uno di essi ripro- 
duce il primitivo, e l’ altro è nullo, essendovi due linee identi- 
che. Cosi se alla prima verticale del determinante 

a b c 
a' b' q' 
a" b" c" 
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si aggiunga o tolga per esempio la seconda verticale, risulta 



a ±b b c 


— 


a b c 


rt 


b b c 


a' ± b' h' c' 




a' b' c' 




b' b' c' 


a"±bn/'c" 




a" b" c" 




b" b" c" 



De’ due determinanti del secondo membro il primo è il dato de- 
terminante, e l’altro è nullo, perchè la prima verticale è identica 
alla seconda. Se la verticale aggiunta o tolta alla prima fosse mol- 
tiplicata per una quantità arbitraria, la conchiusione non sarebbe 
diversa, perchè nei secondo determinante le due prime verticali 
sarebbero equivalenti. Laonde si ha in generale, che : 

Vn determinante non cangia di valore se ad una linea si aggiun- 
gano 0 tolgano altre linee dello stesso nome, anche moltiplicate o di- 
vise per quantità arbitrarie. 

51. Questo teorema, oltre alla importanza che ha quasi ad ogni 
passo nelle applicazioni de’ determinanti, può farsi sempre ser- 
vire a rendere più agevole il calcolo de’ determinanti numerici. 
Sia per esempio da calcolare il determinante 



9 13 17 4 
18 28 33 8 
30 40 54 13 
24 37 46 11 



( 1 ) 



Con r aiuto del teorema precedente possiamo successivamente tra- 
sformarlo in quelli che seguono, ad elementi più semplici; 



1114 




1111 




Il 0 0 0 


2 4 18 


(2). 


2 4 11 


(3), 


1 

1 


4 1 2 13 


4 12 6 


4—3—2 2 


2 4 2 11 




2 4 2 3 




2 2 0 1 



2—1 — 1 




4—1 0 


—3—1. 2 


(5) . 


—7—2 0 


2 0 1 




2 0 1 



Il determinante ,2) è dedotto da (1) sottraendo 1’ ultima dalle al- 
tre verticali dopo averla rispettivamente moltiplicata per 2, per 3, 
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per 4. Nel (2) l' ultima verticale si può rendere più semplice, 
sottraendone la somma di tutte le altre ; ed in tal guisa si ha 
il determinante (3) in cui sono uguali gli elementi della prima 
orizzontale, circostanza eh’ è utile di avere in mira, nel calcolo 
dei determinanti numerici. Sottraendo nel (3) la prima verticale 
da ciascuna delle altre si ottiene il (4), nel quale è lecito di sop- 
primere la prima orizzontale e la prima verticale (n.® 43) e si ha 
cosi il determinante (5), eh’ è di 3.® grado. Aggiungendo in que- 
sto determinante l’ ultima alla prima orizzontale, e sottraendola 
dalla seconda moltiplicata per 2, si passa al determinante (6), nel 
quale si può sopprimere l’ultima orizzontale e l’ ultima verticale; 
il che inGne conduce al determinante di 2.® grado 

4—1 

—7—2 

che si calcola immediatamente, e ne risulta che il proposto deter- 
minante equivale a — 15. Si comprende del resto che siifatte 
trasformazioni e riduzioni possono essere regolate in diverse ma- 
niere; e basta un poco di abitudine per riconoscere le meglio con- 
venienti. 

52. Ma per rendere sempre più familiare l’ultimo teorema, 
soggiungiamo alcuni esempii, i quali, mentre danno luogo a no- 
tevoli trasformazioni, servono d’altra parte ad importanti appli- 
cazioni sia di geometria, sia di analisi. 

I. Supposto che gli elementi’ di una linea di un determinante 
siano tutti uguali ad 1, sarà lecito di accrescere o diminuire di 
una medesima quantità arbitraria tutti gli elementi di ogni altra 
linea dello stesso nome, poiché ciò equivale ad aggiugnerle o to- 
glierle la linea delle unità, moltiplicata per la quantità arbitra- 
ria. Ora, se il determinante è della forma 

a.,, a.,. • «,.» 1 

■ ®«,n ^ 

^11, a • ^n.ti ^ 

11.10 
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la delta trasformazione potrà essere praticata tanto per orizzon- 
tali, quanto per verticali, e quindi supponendo due serie di quan- 
tità arbitrarie j3,, jS, . . , e y,, y„, il dato determinante 

si trasforma nel seguente 

®i,*+P»+7« • “«.n+Pn+V» ^ 



• <*n,n-+-?«+7ii ^ 

1 1.10 



II. Consideriamo il determinante di grado n 




in cui a, , a. , a, , . . , a„ sono n quantità arbitrarie, e ciascuna 
verticale è costituita dalle successive potenze di una di esse dal 
grado zero al grado n — 1. Ora, se si trasforma una verticale, per 
esempio la r"'“, togliendone un’altra a piacere, come la «""“.cade 
sotto l’occhio che la medesima acquista il fattore a,. — a,, il quale 
perciò sarà un divisore del determinante A ; ma quindi risulta 
che questo determinante è divisibile per tutte le differenze a due 
a due delle n quantità di cui si tratta; e perciò lo sarà anche pel 
prodotto di tutte queste differenze. È chiaro intanto che un tal 

prodotto è una funzione omogenea delle dette quantità, di grado. 
j Vt) 

-^n (n — 1); e siccome il determinante A è anch’esso una funzione 

omogenea dello stesso grado delle quantità medesime, ne segue 
che il determinante ed il prodotto non possono differire che per 
un fattor numerico; il quale può determinarsi esaminando uno 
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stesso termine nell' una e nell’ altra funzione. Per comporre con 
metodo ordinato il prodotto di tutte le differenze delle quantità 
date a due a due, senza mancarne alcuna, converremo di togliere 
successivamente ogni termine della serie a,, a,, a,,..,a„ da tutti 
gli altri che lo seguono; ed allora adottando, come si usa ordi- 
nariamente, il simbolo n (fl, , a, , a, , . . , a„) per indicare il pro- 
dotto di tutte le differenze a due a due di queste quantità, rego- 
late come si è detto, avremo ’ 



n (a. , a. , a a„) = (a,— a,) (a,— a,) (a^—a,)x • • x(a„—a,)\ 

(a , — a J {a^ — a,ìx • • x(a„— o„') i 
(a,— fl,)x--xK— fl,)l 

(®n fln-i) j 



Attualmente, se si moltiplicano i soli primi termini di tutte le 
differenze, si ha l’ espressione 



«. fli’ o/ a/ X *Xa,"“' 

'come un termine del prodotto, affetto dal coefficiente -i- 1 , il 
quale evidentemente non può contrarsi con altri; ma questa espres- 
' sione si ritrova come termine principale nel determinante A, af- 
fetto ancora dal cofficiente -f- 1 ; dunque da ciò che si è detto ri- 
sulta che il' determinante ed il prodotto sono identicamente ugua- 
li ; vale a dire si ha 

A=n f Og f u, , . • , ci„j . . , 



Cosi avremo 


per i 


esempio 


n (a. , a,)= 


1 


1 


=«, 


■ 


a. 


0. 






1 


1 


t 




a. 




fls 






a. 


* ^ < 


etc. 


etc. 










etc. 
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III. Supponendo il determinante 
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Olii 
10 d* c* 
1 d* 0 6* 
1 c* 6* 0 



(l) 



potremo, senza alterare il suo valore, moltiplicare le quattro oriz- 
zontali per bcd ; e poi dividere ordinatamente per cd, òd, bc, tanto 
le tre ultime orizzontali, quanto le tre ultime verticali, poiché ciò 
equivale a moltiplicare e dividere nel tempo stesso per ò‘c*d* il 
dato determinante, il quale in conseguenza per tal guisa si muta 
nell’altro 



0 

b 

c 

d 



b c 
0 d 
d 0 
c b 





Or si osservi che nella forma (1) il determinante resta immutato 
cambiando il segno sia a b, sia a c, sia a d; e però sarà lecito di 
praticare siffatti cangiamenti di segno anche nella forma (2). In- 
tanto se nel determinante (2) alla prima orizzontale si aggiungano 
tutte le altre, quella orizzontale acquista il fattore ò-f-c-f-d, il 
quale adunque è un divisore del determinante; ma poi risulta dalla 
osservazione di poc’ anzi che il determinante è ancora divisibile 
per — ò-Hc-l-d, per b — c-i-d, e per ò-t-c — d; ed in conseguenza 
sarò divisibile pel prodotto 

(ò-f- c-f-d) i-c— d) [b — C”i— d^ ( — d). 

D'altra parte, siccome questo prodotto di quattro fattori lineari 
omogenei è, al pari del determinante, una funzione omogenea di 
4.® grado delle b, c, d, ne risulta che il prodotto ed il determinante 
non possono differire che per un fattor numerico; ma esaminando 
uno stesso termine nelle due funzioni, come per esempio d* , ve- 
dremo che nel prodotto questo termine è affetto dal coefficiente 

— 1, e nel determinante dal coefficiente ( — 1) • =4-1 (»“ 24); 
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Segue da ciò che il prodotto col segno cambiato è algebricamente 
uguale al proposto determinante; e si ha quindi in diverse forme 



0 


1 


1 


1 


= 


0 


b 


c 


d 


1 


0 


d* 


c’ 




b 


0 


d 


c 


1 


d’ 


0 


6“ 




c 


d 


0 


b 


1 


c‘ 


6* 


0 




d 


c 


b 


0 



— — (6-i-c — d) (b~c-hd) (— ò-l— e-t-d). 

È noto dall'applicazione deH’algebra alla geometria che tal pro- 
dotto col segno mutato esprime sedici volte il quadrato della su- 
perfìcie del triangolo di lati b, c, d; e quindi, anche ciascuno dei 
determinanti, col segno cambiato, esprimerò sedici volte il qua- 
drato della superticic dello stesso triangolo ; ma queste relazioni 
tra determinanti e diverse figure di geometria saranno diretta- 
mente dedotte nelle applicazioni, senza farle dipendere da espres- 
sioni già conosciute. 

lY. In un modo presso a poco consimile si dimostra facilmente 
la seguente eguaglianza 



a b c d 
bade 



=(a-f-6+c-t-d) (a-t-6— c— d) (a—b+c—d) (a-^b—c-\-d) 



c d a b 



d c b a 



Di fatti aggiungendo alla prima orizzontale del determinante tutte 
le altre, si vede eh’ essa acquista il fattore a+ò-Hc-t-d , il quale 
perciò è un divisore dello stesso determinante. Se poi dalla somma 
della prima e della seconda orizzontale si tolga quella della terza 
e della quarta, si riconosce come un altro divisore a-^-b — c — d. 
Inoltre se dalla somma della prima e della terza si tolga quella 
della seconda e della quarta, si vedrà nascere ancora il divisore 
a — à+c — d. £ finalmente dalla somma della prima e quarta, to- 
gliendo quella della seconda e terza, si trova parimenti come 
divisore a— ò — c+d. Potrebbero ancora farsi altre combinazioni. 
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ma, a parte i segni, si tornerebbe ai medesimi divisori.Quindi è 
manifesto che il determinante è in valore assoluto uguale al pro- 
dotto dei quattro divisori messi in veduta; ma siccome nel deter- 
minante e nel prodotto il termine a* è affetto dal coefficiente -i-l, 
si conchiude che le due funzioni sono identicamente uguali. 

Se in questa eguaglianza si muta il Segno ad una delie quattro 
grandezze a, 6, c, d, per esempio ad o, avremo 

— a b e d 
b — a d e 

c d — a b 
d c b — a 

— — (a-t-6-+-o — d) (o-t-b— c-hd) (o — 6-+-c-t-d) ( — o-t-6-l-c-f-d); 

e quindi risulta da una formoia conosciuta che il determinante 
attuale, coi segno mutato, esprime sedici volte il quadrato del- 
l’area del quadrilatero iscrittibile in un cerchio, di lati a, b, c, d. 
Quando a=0 l’ ultimo determinante si riduce a quello poco in- 
nanzi considerato. 



5. V. 



DECOMPOSIZIONE OE’ DETERMINANTI 
IN SOMME DI PRODOTTI DI MINORI COMPLEMENTALI. 

53. Supposta una matrice formata con m linee parallele .di un 
determinante di grado n, se tutti i minori di grado m compresi in 
questa matrice si moltiplicano pe' rispettivi complementi algebri- 
ci, i prodotti saranno altrettante parti del primitivo tra lóro di- 
verse (n° 32), da ciascuna delle quali risulta un numero di termini 
espresso (n* 20) da 

Ix2x3x • • xmxl x2x3x • • x(n— m) ; 
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ò(x 

e siccome i minori sono al numero di (n** 18) 

n(n — 1) (» — 2) . . . (n — wH-l) 

' Ix2x3x-xin ’ 

ne segue die tutti i termini nascenti dalle dette parti saranno 
lx2x3X"X«, quanti sono i termini del primitivo, il quale 
perciò è uguale alla loro somma. Quindi risulta che : 

Ogni deUrminatUe equivale alla somma de' prodotti di tutta mi- 
nori compresi nella matrice formata con m linee parallele qualun- 
que pe' rispettivi complementi algebrici. 

Esempio 



a b c d 




a b 


X y 




a c 1 


n y |-t-| 0 d 1 1® ® 1 


a’ b' c' d' 




a' b' 


x' y' 




a' c'I 


v'y'ì la'd'lle'x'l 


u V X y 


“h 


b c 


u y 


— 


b d 1 


1 u X l-f-|c d I |u n 1 


u' v' x' y' 




V c' 


«' y' 




b’ d'I 


\u' x\ le' d'I !«' ni 



54. Quantevolte nella matrice de’ minori, che ora per Gssar le 
idee supporremo formata dalle prime m orizzontali del dato de- 
terminante, vi siano alcune verticali che abbiano tutti gli ele- 
menti nulli, ed avvenga che il numero delle rimanenti sia minore 
di m, i detti minori saranno tutti nulli, perchè in ciascuno vi è 
per lo meno una verticale di clementi nulli; e perciò anche nullo 
è lo stesso primitivo. Se poi il numero delle rimanenti verticali 
sia uguale ad m, il primitivo sarà uguale all'unico prodotto del 
minore formalo con queste m verticali pel suo complemento al- 
gebrico. Cosi si ha per esempio 



a h'O 0 0 
a"b"0 0 0 
t u V X y 
t' u'v' x'y' 
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a 6 c 0 0 


= 


a b c 0 0 


= 


a b c 


a' 6' c' 0 0 




a' b'c'O 0 




a' b' c' 


a"b" c'^0 0 




a"b''c"Q 0 




a” h" e" 


t u V X y 




0 0 0 a: y 




f u V x'y' 




0 0 0 »' y' 





55. La proprietà dimostrata conduce all’altra che segue : 

, La somma de’prodoUi di tutti i minori compresi in una matrice 
di m linee parallele di un determinante pe' complementi algebrici dei 
loro omologhi compresi in un’ altra matrice di m linee dello stesso 
nome, è identicamente nulla. 

Imperocché ciò torna a supporre che nel dato determinante vi 
siano due o più linee identiche, e quindi è nullo. Cosi supposto 
il determinante del n.° 53, ed applicando per esempio il teorema 
ai minori compresi nella matrice formata con le due prime oriz- 
zontali, ed ai complementi di quelli compresi nella matrice co- 
stituita dalla seconda e quarta orizzontale, si avrà 



a h 
a' b' 

•|6 c 
6' c' 



c di 

X yl 

a di 
M yl 



a c 
a' & 



b di — la d |ò cj \ 
V yl la' Ir x\ j 

I d I la c| — le d I la 61 i 
' di lu x\ le' d'I lu ri J 



= 0 ' 



Ora il primo membro di questa identità non è altra cosa che lo 
sviluppo che si otterrebbe applicando il teorema del n.® 53 ai mi- 
nori compresi nella matrice formata con le due prime orizzontali 
del determinante identicamente nullo . • 



a b c d ’ 
a' 6' c d' 
a b c d 
u V X y 

56. Per tradurre in formole i due teoremi, che precedono, è 
uopo adottare una convenzione, la quale permetta di indicare ed 
individuare di una maniera concisa i minori di un primitivo di 
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grado n, compresi in una matrice di m linee parallele; ed a tale 
efTetto bisognerà considerare con un certo ordine le combinazioni 
ad m ad m de’ numeri 1, 2, 3, . . , n; che perciò supporremo da 
ora innanzi composte e distribuite come segue ; 

I. In ogni combinazione i numeri saranno disposti in ordine 
diretto (n® 1). 

II. Considerando le combinazioni come termini di una se- 
rie, scriveremo in primo luogo quelle che cominciano da 1; poi 
quelle cbe cominciano da 2; e cosi di seguito; ma a patto ancora 

/ che tra i numeri di qualunque combinazione non debba esservene 
alcuno più grande di quelli che entrano nella seguente. 

Per esempio co' numeri 1, 2, 3, 4, 6, combinati a tre a tre, si 
forma la serie 

(1,2,3) (1,2,4) (1,2,5) (1,3.4) (1,3,5) (1,4,5) \ 

(2,3,4) (2,3,5) (2,4,5) (2) 

(3,4,5) ) 

in cui ciascuna combinazione prende un posto determinato. Per 
tanto noi ricorderemo un tal sistema col nome di sistema ordi- 
nalo di combinazioni, contandole per numeri di ordine progres- 
sivi 1, 2, 3, ... ; ed è poi manifesto che un« combinazione è per- 
fettamente definita, quando è dato il suo numero di ordine. 

57. Data una matrice di m orizzontali ed n verticali, e suppo- 
sto m<in, combinando le verticali ad m ad m, possiamo dedurne 
un sistema di determinanti di grado m (n® 18). Ma supposto il 
sistema ordinato delle combinazioni ad m ad m de’ numeri 1, 2, 
3, . . , n, quel sistema di determinanti potrà dirsi sistema ordi- 
nato de' determinanti delta matrice, ed allora il numero di ordine 
di una combinazione qualunque diverrà numero di ordine del 
corrispondente determinante; di modo che per individuare un de- 
terminante della matrice, basterà assegnarne il numero di or- 
dine. 

In simil guisa da un determinante di grado n può dedursi un 
sistema ordinato di matrici, combinando ad m ad m sia le oriz- 
zontali sia le verticali; ed il numero di ordine di una combina- 
zione numerica sarà numero di ordine della corrispondente ma- 
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trice ; assegnato il quale , essa sarà definita ed individuata. 

58. Ciò premesso, siccome ogni minore di grado m è un deter- 
minante comune ad una matrice di m orizzontali del primitivo, 
e ad una matrice di m verticali (n® 26), è chiaro che per indivi- 
duare un determinante minore basta assegnare i numeri di ordine 
delle due corrispondenti matrici. In conseguenza adottando un 
simbolo, come k, per indicare un minore qualunque di grado m, 
per dinotare in particolare quello comune alla r"*® matrice di 
orizzontali ed alla matrice di verticali, scriveremo di tal 
che i minori compresi in queste due matrici saranno rispettiva- 
mente rappresentati da A,.,, A,.,, A,.,, . . . , „ ed A,,, h ,, , 

A,,, . . , A„,, esprimendo u il numero delle combinazioni adm 
ad m di n cose. Supposto per concretar le idee che A dinoti un 
minore di 3® grado in rapporto al primitivo di 5® grado {’) 

®II ®I5 

®ai ^«a ®aa ®a4 ®aj 

®ia ®air 

®ai ®»a ®»a 

vedremo per esempio che h,_, accenna il minore compreso nella 
3* matrice di orizzontali e nella 7* di verticali, le quali, osser- 
vando alla serie (2), corrispondono alle combinazioni (1, 2, 5), 
(2, 3, 4). Trattasi adunque del minore che risulta dalla matrice 
delle orizzontali 2*, 5®, e da quella delle verticali 2*, 3®, 4*; 
e perciò si ha 

4»,,= U,a ®i» 

®aa ®ai ®a« 

®»a 

Dopo ciò, chiamando Hr,, il complemento algebrico del minore 

(*) Per rendere più semplice la notazione degli elementi di questo determi- 
nante abbiamo soppresso |a virgola tra i due indici, e praticheremo lo stesso 
semprecchè non possa esservi luogo ad equivoco. 
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hr,, il teorema del numero 53 si tradurrà nell’ una o nell' altra 
delle formole 

secondochè si applica ad una matrice di orizzontali, o ad una ma- 
trice di verticali ; e quello del numero 55 si traduce in 

• • -t-à,, ,.H„ , ; 

ma riunendo i due teoremi può dirsi che ciascuno de’ secondi 
membri equivale al determinante P, se gl’ indici r ed s hanno va- 
lori uguali, ed è nulla nel caso opposto. 

§. Vf. 

MOLTIPLICAZIONE DE’ DETEBMINANTI. 

59. Se si abbiano due determinanti di gradi uguali, e tutti gli 
elementi di una linea dell’ uno si moltiplichino pe’ corrispondenti 
elementi di una linea dell’ altro, la somma de’ prodotti si dirà 
prodotto delle due linee. Posto ciò siano i due determinanti di 
grado n 





a, a. a, . o„ 




«, «1 • «Il 




K K K . b„ 




|5. |3. P. . 


p= 


Cj r, f, t 


, 0= 


7i 7. 7i • 7 fi 




• • • • • 

K 1. i. ■ '» 




/, . >„ 



dimostreremo che il loro prodotto si può esprimere con un altro 
determinante di grado n, che si costruisce come segue « Gli ele- 
» menti della prima orizzontale del prodotto si hanno moltipli- 
» cando la prima orizzontale di P per tutte le orizzontali di Q ; 
» quelli della seconda, moltiplicando la seconda orizzontale di P 
» per tutte le orizzontali di Q; e cosi di seguito, fino all’ ultima 
» orizzontale del prodotto, i cui elementi si avranno moltipli- 
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H candò I’ ultima orizzontale di P per tutte le orizzontali di Q. 
Chiamando K il prodotto, si ha dunque il de- 
terminante che qui vedesi scritto di fianco. 

Gli elementi di K sono tutti polinomii di n 
termini, ciascun dei quali ha due lettere con 
lo stesso indice, una latina, l’altra greca: in- 
dice che ne' termini di ogni polinomio cresce 
in ordine naturale da 1 ad n. Quindi ogni ver- 
ticale di K può riguardarsi come la somma di n 
lince semplici, nelle quali figurano gl’ indici 
successivi 1, 2, 3, . . , n; ma importa di no- 
tare che le n linee semplici della prima han- 
no per fattori gli elementi della prima oriz- 
zontale di Q ; quelle della seconda hanno si- 
milmente per fattori gli elementi della se- 
conda orizzontale di Q; e cosi di seguito; 
donde segue che in tutte le verticali di K so- 
no equivalenti le linee semplici di ugual po- 
sto, cioè tutte le prime, tutte le seconde, etc. 

Dopo ciò decomporremo il determinante K 
in parziali determinanti ad elementi raonomii 
(n® 47), ciascun de’ quali sarà formato da n 
verticali semplici, prese una per ogni verti- 
cale complessa, a patto che nel determinante 
parziale siano disposte con l’ordine medesimo 
con cui si succedono nel determinante totale 
le corrispondenti verticali complesse ; il che 
importa che nelle orizzontali di ogni deter- 
minante parziale le lettere greche a, |3,y, . . 
debbano succedersi in ordine alfabetico. Si ri- 
fletta intanto che tra i detti parziali determi- 
nanti sono nulli tutti quelli in cui si trova più 
di una verticale con lo stesso indice ; sicché 
non restano che i soli determinanti i quali , , 

risultano da combinazioni di verticali in cui * * * 

tutti gl’indici son diversi; e però quelli che corrispondono allff 
permutazioni de’iiumeri 1, 2, 3, . . , n.Considerando per esempio 
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il (letcrmiuaiilc che currispondc alia permutazione principale, ò 
chiaro ch'csso ha la forma 



? 

^»7i • 

^a.% ^i7i • _ 

^1*1 ^tft • ^n^i» 



ma mettendo in veduta i fattori «i. vi • • • • )»> cui daremo 
l'ordine istesso che hanno in ogni orizzontale, il determinante si 
mula nel prodotto 



а, a, a, . a„ 

б. b, ò. . 6„ 



c. c. 



f. l. >. . 






Or questa espressione può tenersi come tipo generatore di (pielle 
di tutt’i parziali determinanti, poiché se ne deducono permutando 
in tutt’i modi, e nella stessa maniera gl'indici interni ed ester- 
ni. Possiamo tuttavia dispensarci dal permutare gl’ indici inter- 
ni, perchè il valore assoluto del fattore determinante è costante, 
comunque si permutino le verticali, ed uguale al determinante 
P; il quale adunque può tenersi come fattor comune a tutte le 
dette espressioni, purché all’altro fattore si dia il -i- o il — , se- 
condochè è pari o impari il numero delle inversioni negl'indici. 
Ma quindi risulta che il determinante K si trasforma nel prodot- 
to del determinante P per un polinomio i cui termini si deduco- 
no dal tipo a, 7 , . • , col permutare gl’indici in tutt’i modi, 

rimanendo ferme le lettere; c dando ad ogni termine il segno che 
gli compete per la solita regola; ond’è che questo polinomio non 
è altra cosa che il determinante Q; ed in conseguenza si ha, co- 
me dovéa dimostrarsi 

K=PQ. 



60. Secondo la regola dichiarata per costruire il determinante 
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K può dirsi che P funziona da moltipiicatore, e Q da moltiplican- 
do; perché gli elementi di una stessa orizzontale di K si otten- 
gono moltiplicando una stessa orizzontale di P per tutte le oriz- 
zontali di Q ; ed in questa ipotesi l’ elemento s"“ della r™“ oriz- 
zontale di K è il prodotto della r"® orizzontale di P per la s"*“ oriz- 
zontale di Q. Segue da ciò che gli elementi della s*"® verticale di 
K sono i prodotti delle successive orizzontali di P per la s”*® oriz- 
zontale di Q; e quindi si vede che, se si scambia l’ordine de’ fat- 
tori, vale a dire se si prende P per moltiplicando e Q per molti- 
plicatore ,’ altro non si fa che mutare nel determinante prodotto 
le orizzontali in verticali. Ma è opportuno di osservare che,qua- 
lunque sia l’ordine de’ fattori, il principale r"'" elemento del pro- 
dotto si ha sempre moltiplicando le r*"® orizzontali de’ fattori, di 
tal che i principali elementi del determinante prodotto risultano 
tutti da orizzontali omologhe de* fattori medesimi. 

Abbiamo adunque un metodo di moltiplicazione de’ determi- 
nanti che può dirsi per orizzontali ; ma si comprende che unifor- 
memente possono i determinanti moltiplicarsi per verticali ; ed 
anche per orizzontali e verticali. Cosi gli elementi del determi- 
nante prodotto possono assumere forme e valori diversi; ma il va- 
lore algebrico del determinante sarà sempre lo stesso. Ecco al- 
cuni esempii di moltiplicazione di determinanti. 



a b 


x y = 


ax-hby ax'-t-by' = 


ax-+-a'x'‘ bx-\-b'x' 


a' V 


x' y' 


a'x-hb'y a'x'-hb'y’l 


ay-ha'y' by+b'y' 



a b c 




X tj z 


a' b' c' 




x' y' z' 


a"b"c" 




x"y"z" 



ax ->rìnj -t-cz 
a'x ->rb'y -Jrc'z 
a"x-\-Vy+<fz 



ax' H-òy* +cz' aa^' -t-by" -i-cz" 
a'x' -hb'y' -t-c'z' a'x" +b'y" -hc'z" 
a"x' ^-b"y' +c"z' a"x" -+-b"y" -+^z" 



61. Con lo stesso metodo si possono moltiplicare i determi- 
nanti di gradi disuguali, bastando perciò di ridurre il determi- 
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natile di grado più basso al grado dell’altro (n.° 43). Cosi avremo 
per esempio 

a: y 0 0 
x’y' 0 0 
0 0 10 
0 0 0 1 

ax-i-by ax' -+-hy' c d 

a'x-\-b'y a'x' +l»'y' c' d' 

pjj-t-yy px' -\-qy' r s 

p'x+q'y p'x -hq'y' r' s' 

62. Supponendo identici i fattori P e Q si ha un metodo per 
elevare a quadrato un determinante. In tal caso adunque si ha 
K=P* ; c siccome gli elementi della r’"® orizzontale di K sono i 
prodotti della r™® orizzontale di P per tutte le orizzontali dello 
stesso P; e d’altra parte in questi prodotti si hanno pure gli ele- 
menti della r™® verticale di K (n.® 60), ne risulta che la r*"® oriz- 
zontale di K è identica alla r™® verticale. Inoltre bisogna osser- 
vare che il principale r"'" elemento di K è il prodotto della r™“ 
orizzontale di P moltiplicala per sò stessa; e perciò (n* 17 e 19): 

Il quadrato di un determinante è un determinante simmetrico; 
ed ogni suo principale elemento è una somma di quadrati. Gioverà 
poi tener presente che il principale r”'” elemento è la somma dei 
quadrati di tulli gli elementi o della r*"® orizzontale del determi- 
nante radice, o della r™® verticale, secondochè la elevazione a 
quadrato è operata per orizzontali, o per verticali. Ecco degli 
esempii: 

a b ’= aa-hbb aa' -+-bb' =\aa-ha'a' a6-f-a'6'|; 
o' b' aa'-hbb' a'a'-hb'b' | ab bb-hb’b' | 

*= aa +bb -t-cc aa' -t-66' -i-cc' aa" +bb" -+-cc" 
aa' -hbb' -i-cc' a'a'-\-b’b' -hc'c' a'a"+b'b" -\-c'c" 
aa" -\-bb" -\-cc" a'a"+b'b"-^cc" a"a"-hb"b" -hc"c" 

63. La notazione a doppio indice permette di tradurre in for- 



a b c 
a' b' c' 
a"b"c" 





a b c- d X y ■ 
a'b'c'd' x'y 



I P' H 



p q r s 
p' q r' s' 
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mole il metodo per la moltiplicazione de’ determinatoti. Sia 



p = 


®1.I • 


«.,n 


. Q= 


. Kn 




«... «... • 


«a.n 


^2,1 ^... 


• Kn 




. . 


• 


• 


• . • 




«1... «»,. • 


«».n 




• f>n.n 



^ — PQ — • ^i,n ’ 

^«,1 



I ®n,i • ^n,i» ^ 

cosi per gli elementi di K avremo l' una o l' altra delle formole 

• • ~^^r,vPg,n ’ , 

secondochè si opera per orizzontali, o per verticali, e nelle quali 
gl'indici r ed s possono prendere tutt'i valori 1, 2, . . , n. 

Se P e Q sono identici, e quindi K=P* , le formole divengono 

• • +0*,r0«,» i 

e siccome i secondi membri non mutano, cambiando r in s, e vi- 
ceversa, risulta in ogni caso c,,y=c,,.; il che dimostra , com’era 
già noto, che il quadrato di un determinante è un determinante 
simmetrico. Per r=s le ultime formole si riducono a 

<’r,r=<Jr,i+®r.»+®* +®r,in 

% 

e si ritorna cosi alla conosciuta composizione degli elementi prin- 
cipali del quadrato di un determinante. 

64. Applicando il metodo della moltiplicazione de’ determi- 
nanti a due matrici simili (n.” 16, V) si palesano importanti 
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risultainenti. Siano le due matrici di m orizzontali ed n verticali 



0, 0, a, . a„ 




«j «g a, • 


b, b, 6 , . 

• • • • » 


(P). 


?i Pa Pa • Pn 

• • • • • 


l, L l. . In 







( 0 ) 



in cui supponiamo che le lettere a, 6, c, . . , 1, o le altre 
siano al numero di m. Per Gssar le idee applicheremo a queste 
matrici il procedimento della moltiplicazione per orizzontali; ma 
sarà facile di volgere le conchiusioni al caso in cui si operasse 
per verticali. 

È chiaro innanzi tutto che iu tal guisa si ottiene una matrice 
quadrata di grado tn ; e però, se dinotiamo con L il suo determi- 
nante, osserveremo eh’ esso differisce dal determinante K del 
n.® 59 solo in ciò che, mentre K è di grado n, ed ogni sua verti- 
cale è la somma di n linee semplici, nel determinante L poi, che 
è di grado m, ogni verticale è la somma di n linee semplici, nu- 
mero che per ipotesi è diverso da m. Ora sono da distinguere due 
casi; 0 m è maggiore di n; o m è minore di n. 

Caso I ; nC>n. In questa ipotesi decomponendo il determinante 
L in determinanti ad elementi monomii, dovranno combinarsi le 
sue verticali semplici ad m ad m, col prenderne una per ogni com- 
plessa; ma essendo m>n, in ogni combinazione di m verticali vi 
sarà qualche indice ripetuto, cioè in ogni parziale determinante 
vi saranno verticali equivalenti; quindi ciascuno di essi è nullo ; 
e perciò anche nullo è il determinante L. Adunque, quando m>n, 
si ha L=0. 

Caso II; m<n. Combinando ad nt ad m i numeri 1,2, 3 , n 
ogni combinazione comprende num^i tra loro diversi; ed è chia- 
ro che ciascuna dà nella decomposizione di L inrsistema di tanti 
parziali determinanti, quante sono le permutazioni di m cose: si- 
stema che si trasforma nel prodotto ^due determinanti di grado m, 
l’uno formato con le m verticali della matrice (P) definite da’immeri 
di ordine che entrano nella detta combinazione, e l’altro con le m 
verticali omologhe della matrice (Q). Intanto siccome ogni com- 
binazione dà luogo ad una somigliante conchiusione, risulta in 
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fine che il determinante L si trasforma nella somma de’ prodotti 
di tutt’ i determinanti della matrice (P) pe’ rispettivi determinanti 
omologhi della matrice (Q); e perciò se i determinanti ordinati 
(n.® 57) della prima si dinotino con Pt, p^, p,, • > , e quelli 
della seconda con 9,, Qì t • • r (indicando v il numero delle 
combinazioni ad m ad m di n cose), si avrà 

L=P.9.4-pW.-*-p,q.H hp,q„. 

Dopo ciò può dirsi che il determinante L equivale al prodotto 
delle matrici (P) e (Q), e sarà anche lecito di scrivere 

L=(P)x(Q); 

ed intanto, riassumendo ciò che precede, possiamo enunciare la 
seguente proposizione : 

Se sì moUiplieano per orizzonlali due matrici simili di m oriz- 
zontali ed n verticali, U prodotto è nuUo, quando è m>-n ; e quando 
è per l’ opposto m<n, il prodotto sarà uguale alla somma de’ pro- 
dotti di tutt’ i determinanti di una delle matrici pe’ rispettivi deter- 
minanti omologhi dell’ altra. 



Esempli: 



a a' 




X x' 


= 


ax-i-a'x' ay-\-a'y' az+a'z' 


b b’ 




y y' 




bx +b'x' by->rb'y' bz -\-b'z 


c c' 




z z' 




cx-\-c'x' cy-^c'y' cz+c'z' 



1=0 



a b c 


X y z 


= 


ax -+-by +CZ 


ax' -\-bx' -+-tz' 


a' b' c' 


x' y' z' 




a'x+b'y-{-c'z 


a'x'+b'y' - 4 -c'z' 



a b 


X y 


-4- 


a c 




X z 




b c 




y 2 


a' b' 


x'y' 




a' c 




x' z' 




b' c' 




y' 2 ' 



È ora evidente che le conchiusioni del teorema precedente s'in- 
vertono se la pnoltiplicazione delle matrici sia operata per verti- > 
cali. In questo caso il prodotto è nullo se m<n; e se m>n, sarà 
uguale alia somma de'prodotti di tutt’i determinanti di una delle 
matrici pe' rispettivi determinanti omologhi dell’ altra. Possono 
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valere all’uopo gii stessi due esempi! di poc’anzi ; imperciocché 
eseguendo nel primo la moltiplicazione per verticali si ha per risuN 
lamento il secondo membro dell’altro esempio; mentre, viceversa, 
eseguendo in questo la moltiplicazione per verticali si ha per ri> 
sultamento il secondo membro dePprimo esempio. 

65 . Supponendo identiche le due matrici, i prodotti dei loro 
determina^ omologhi divengono i quadrati dei determinanti di 
una di es^^lillora, se m>>n si avrà 



L=(P)'= 0 ; 



se poi i«<n, sarà 



L=(P)’=p/+p,*+i),*+. . ; 

ed il teorema si modifica come segue : 

Elevando a quadralo per orizzontali una matrice di m orizzon- 
tali ed n verticali, il quadrato è nullo, «em>n;esem<;n, sa- 
rà uguale alla somma di quadrati di tult'i determinanti della ma- 
trice. 



Esempi!; 



a a' 


0 — 


ao 4 -aa' ab-ha'b' ac-t-a'c' 


b b' 




ab-hab' bb-^b'b' bc+b'c' 


c c' 




ac 4-ac' bc 4-òV cc 4 -c'c' 



a b c 


? 


aa -hbb 4-cc aa' -t-bb 4-cc' 


a' b' c' 




aa'4-òò'-l-cc' a'o'-t-à'ò'-f-c'c' 



•4-' 


a c '-\-b c 




a'c' lò'c' 



Quest’ ultima identità ridotta in Torma ordinaria porge la cono- 
sciuta relazione 

(o*-t-6*+c‘) (o"+6"-hc'')— faa'-Hàà'-hcc')* . 

—i^ab'—ba'Y 4- {ac'—ca'y 4- {bc'—cb'y . 

66. Da ciò che precede, e da’ chiarimenti espressi nel n“ 60, 
or si deduce immediatamente il seguente teorema; 
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‘ Qualunque minore del prodotto K di due determinanti P c Q, ot- 
tenuto per orizzontali, equivale al prodotto delle matrici parziali di 
P e Q, costituite rispettivamente dalle orizzontali definite dagli stessi 
numeri di ordine delle orizzontj nH ejje lle verticali di K, le quali con- 
corrono a formare il 

Cosi se P e Q sianWaetcrmin^li dcln.“63 si ha per esempio 



®*,1 *^*,3 


— 










^3.1 ^3. a ^3.3 






= 






K. K. 


- 4 “ 






^,3 








Kt * 3 ,» 




« 4.1 « 4.3 




* 3,1 * 3,3 



etc. 



67. Le convenzioni fatte al numero 57 permettono di tradurre 
in formule il teorema di poc’anzi. In fatti, se dinotiamo con hf ,, 
Pr^> 9r,i i minori di grado «i de’ determinanti K, P, Q, che in 
ciascuno sou comuni alla matrice di m orizzontali ed alla 
matrice di m verticali, si ha la formula rispondente al teorema 

4r,i — Pr , I Qs.i~^Pr,t • • ‘~^Pr,v 9$,v * 

nella quale evidentemente ò ancor lecito di cambiare ogni mino- 
re nel suo complemento ordinario. 

68. Quando il minore k,., del determinante K si riduce al 1“ 
grado, vale a dire ad un semplice elemento c^,,, il teorema ritoiv 
na alla regola per la costituzione degli elementi del prodotto, ope- 
rato per orizzontali; poiché si riduce a dire che relemcnlo c^ , 
equivale al prodotto della r'"“ orizzontale di P per la s”"* orizzon- 
tale diQ. In questo caso adunque l’ultima formolo non è che l’al- 
tra già nota (n° 63) 

fr,f=®r,i ^3,i+®r,a . . . -I-Or.n ^3,n 5 

ed ora possiamo aggiungere che in questa formolo è lecito di mu- 
tare ogni elemento nel suo complemento ordinario; e però se adot- 
tiamo i simboli 7 r. 3 . «r. 3 i ?r,M indicare i complementi ordina- 
ri! di c,., , fl,. , , si avrà 

r,i Pf,i“l”“r,a .^3,«'^ 



7r,i 



Pt.H' 



Ma 6 agevol cosa di vedere che nella precedente identità ogni ele- 

8 
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mento può ancora mutarsi nel suo complementi^ algebrico. In 
fatti, se i due membri dell’ ultima formola si moltiplicano per 
( — 1)'“^*, e quindi gli esponenti de’ termini successivi del secon- 
do membro si aumentino rispettivamente di 2, 4, 6,.., 2n, il ri- 
sultamento si potrà scrivere come segue 

e tenendo presente la solita notazione de’complementi algebrici, 
si vede che questa formola equivale a 

Cr,»=Ar,, • • -+-A,.,»B,,, ; 

donde poi si deduce che: 

B eomplemenlo algebrico di un elemento qualunque c,.,, del pro- 
dotto di due determinanti equivale alla somma de' prodotti de’ comple- 
menti cdgebrici degli elementi della r”^ orizzontale del moltipiicAitore 
pe' complementi algebrici dei corrispondenti elementi della <*"“ oriz- 
zontale del moltiplicando. 

69. Se sono identici i fattori P e Q del prodotto K, il teorema 
del num.° 66 si modifica come segue: 

Ogni minore del quadralo K di un determinante P, operato per 
orizzontali equivale al prodotto di due matrici di orizzontali di P, 
definite rispettivamente da’numeri di ordine delle orizzontali e delle 
verticali di K, le quali concorrono a formare il detto minore. E se 
il minore è principale, esso allora equivale al quadrato della ma- 
trice di orizzontali di P, omologa a quella matrice di K, alla quale 
appartile il detto minore. 

Cosi, supposto che il determinante K del n° 63 sia il quadrato 
del determinante P, sarà, per esempio , 

|c... 

I ®».i 

— I ®i,i ®i,i 

1 0... a.,. 



1 — ®i.i ®i,i • • • 

i ^*,1 * ■ ■ °t,n 

*+ |a... o,., r-hla,., a,.« • -I- etc. 
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§• VII. 

DERIVATE E DIFFERENZIALI DE’dETERHINANTI. 



70. Poiché nella forinola 



P=®r,xAr,i-t-®r.»Ar,i“i- • • -H*r ,|Ar.i4- * * -^Or.n^r.n 

le quantità , etc: non entrano nella composizione de'coef- 

ficienti , A,,, etc: è chiaro che, se gli elementi di P sono tra 
loro indipendenti, la derivata di P rispetto ada,.^, si riduce ai suo 
coefficiente Ar,$ ; vale a dire si ha 




e quindi il seguente teorema: 

' Se gli elementi di un determinante sono tra loro indpendenti, la 
sua derivata rispetto ad un elemento qualunque equivale al com- 
plemento algebrico dello stesso elemento. 

71. Ma questa proprietà è compresa in altra più generale. Sia 

“•■j**! (1) 



il prodotto di m elementi del determinante P presi in orizzontedi 
diverse, e verticali diverse; t il numero totale delle inversioni ne’ 
primi e secondi indici; e s’indichi con H il suo complemento al- 
gebrico (n® 34); così l’espressione 



( H 

dinoterà tutta la parte del determinante P, in cui entrano come 
fattori i detti elementi; e perciò la m"® derivata di P, presa suc- 
cessivamente rispetto agli elementi medesimi si riduce sempli- 
cemente a ( — 1)‘ H; cioè si ha 



£|]P 






( 3 ) 



da che deriva il seguente teorema : 
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Se gli elementi di un determinante sono tra loro indipendenti la 
sua m.® derivata, presa successivamente rispetto ad in elementi di 
orizzontali e verticali diverse, equivale al complemento algebrico del 
loro prodotto, preso col segno proprio o contrario, secondochè il 
prodotto, riguardato come algebrico, comporta il -t- o il — . 

72. Dopo ciò è manifesto che l’espressione (2), ossia tutta la 
parte del determinante P, la quale ha per fattore il prodotto (1) 
può essere rappresentata da 



a 



<TP 



Tjj, ^2 * 



d(tf f d(if> g • • d(Xf 



fn , 



73. Permutando come piaccia nel prodotto (1) o i primi indici, 
0 i secondi, astrazion fatta dal segno, si ha sempre un termine 
di uno stesso minore, e che perciò ha sempre utio stesso comple- 
mento algebrico. Ora, supponendo scambiali tra loro due soli in- 
dici, per esempio r, ed r^ , quel prodotto si muta ncH'altro 






il quale è di seguo contrario ad (1); quindi si ha 

.rp 






dOr „ dOr , . . da,. , 



e dal paragone di questa relazione con la (3) risulta 
<TP (TP 



dar , dOr , . . dar , dOr , dOf , . . dar , 



Ciò dimostra che due derivate del determinante P sono uguali , 
ma di segni contrarii, se i denominatori de’simbolichele rappre- 
sentano differiscono solo per lo scambio vicendevole tra due in- 
dici sia de’primi, sia de’secondi. 

74. Supponiamo ora che r, , r„, siano dc’niuneri cre- 
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Sceuti al pari degli altri s, , s, , t , s„ ; in tal caso si ha i = 0, e 
la (3) si riduce a 



da 









Cosi nella ipotesi attuale la derivata m*"® di P equivale al com- 
plemento algebrico del prodotto degli elementi, che figurano nel 
denominatore del simbolo, che la rappresenta, o, ch’è lo stesso, al 
complemento algebrico del minore formato dalle orizzontali e ver- 
ticali che passano pe’fattori del prodotto; il quale è ora il termi- 
ne principale dello stesso minore (n® 27). Quindi ò che il com- 
plemento algebrico di un determinante minore di grado m suole 
indicarsi col simbolo esprimente la m™* derivata del primitivo, 
presa successivamente rispetto ai principali elementi di questo 
minore; ed in tal caso il segno, che conviene al complemento, è 
immediatamente definito dalla somma di tutti gl’indici degli ele- 
menti che figurano nel denominatore del simbolo (n.° 29), la quale 
attribuisce il 4 - o il — , secondochè è pari, o impari. Laonde si 
ha per esempio 



Comp.“alg 



.° dii 1“ 

I a,,. «... I 






^1/4 “ ^1.» 

®4,» ®4i4 ®4,« • ®4.H 
®»,4 



®n.i ®«,4 ®n.s • ®n,n 



75. La proposizione del n“ 70 conduce immediatamente al se- 
guente teorema: 

Il differenziale totale di uri determinante i di cui elementi si ri- * 
guardano come variabili tra loro indipendenti, equivale alla somma 
dei prodotti dei differenziali di tutti gli elementi pe’rispettivi com- 
plementi algebrici, e • 

È opportuno di osservare, che per ottenere con metodo ordina- 
to questo differenziale totale si può formare un polinomio con gli 
sviluppi simbolici del determinante secondo gli elementi 0 di tut- 
te le orizzontali, odi. tutte le verticali; e quindi cangiarvi ogni 
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elemento nel suo differenziale. Cosi supponendo che nel determi- 
nante P tutti gli elementi a^,, siano variabili tra loro indipenden- 
ti, formeremo dapprima il polinomio 






-1- ... 4- <Is.nA«,„ 

e quindi mutando ogni elemento nel suo differenziale si avrà 



A.,, da,, ,4- A,..da,,,4- . . . 4-A,,, da,,, 
4- A,,,da, ,4- A,,.da,,,4- . • . 4- A,,, da,,. 



■+■ A,,,da,,,4-A,,,da, ,4- . . • 4-A,,,da,_, 





d«,.. 




4- 


«... 


«... • «.,» 


a.,. 


«... 


• «... 




<*«... 


da,,, . da,,. 


«... 


«... 


• «.,* 




«... 


«... • «.,1» 




• 


• • 




• 


. . . . 




««,. 


• «1»,» 




«... 


«B,. • «B.B 





«... 


• «.,B 


«... 


«... 


• «.,B 


. 


• • 


. . 



1,1 I,» • 1,» 



76. Se gli elementi di P sono funzioni di una • variabile x. 
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dalle formole precedenti si ha subito la sua derivata espressa da 



dx~~ * dx » dx dx 



-l_ A I A 

^ dx dx 



k 



■t* -^«.l 


dx 


A 

"••dx 


4- •• 


-+-K.n 


dOn.n 

dx 


da,.. 


da,.. 


da,.n 




«... 




«... 


dx 


dx ' 


dx 


4- 


da,.. 


da,.. 


da,.n 


^*,1 


®i.« • 


«a.» 




dx 


dx 


dx 


«... 


«a. a • 


«a.» 




«... 


«... • 


«a.» 


• 


• 


• 




• 


• • 


• 




a«.a • 


«n.» 




«... 


«n.a 


«*.• 



®i.f 




• «..» 






* «a,n 


• 


• 




««-... 


«»— «.a 


• «n— I.» 


dOn., 


da,.. 


da,.. 


dx 


dx 


dx 



e può enunciarsi il seguente teorema: 

Se gli elementi di un determinante sono funzioni di una stessa 
variabile la sita derivata sarà uguale alla somma de’prodotti che si 
ottengono moltiplicando la derivala di ciascun elemento pel suo com- 
plemento algebrico. 

77. Porremo ora in veduta un caso particolare di questo teo- 
rema che si rapporta ad importanti applicazioni. Siano t/, , y„ 
J/a > • • « y» funzioni qualunque di una variabile x, e conveniamo 
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d'indicare le loro r""’ derivale con * !/*,r > !/i,r » • • * Vn.r- Posto 
ciò consideriamo il determinante di grado n 



x = 


y. 


y. 


y. 


Vn 






2/..I 


Va,! • 


Vn,t 




y... 




Vi,% * 


y^i.s 






?/»,n— X 


!/s,n— I •* 


Vn^n—x 



nel quale gli elementi di una orizzontale qualunque sono le pri- 
me derivate de’corrispondenti elementi della precedente. Pren- 
dendo la derivata di X avremo per l’ultima formola 



d\ 



(ix 


Vi,! 2/a.x * ?/n,x 


4- 


!/. 


y, • y» 




2 / 1,1 2/a,x * 2/».x 




y.,» 


Va, a * 2/n,n 




2/x.s 2/a,a * !/n,a 




y... 


!/a,a • 2/n.» 




2 / 1 , n—i 2/a.n— I • Vn,n—i 




y..»-. 


Va.»— I • 2/n.n — 1 








• • - 4 - 


Vi Va • Vi» 










Vi.x Va.i • Vn.i 




• I 






Vi.a Va. e ' Vi», a 










Vi,» Va.n • Vn.n 



ma in questi determinanti, fuorché nell’ultimo, vi sono sempre 
due orizzontali identiche, e perciò si annullano; dunque 



y. 


y. 


y. 


• y» 


y... 


y... 


y,.i 


• y».i 


y... 


y... 


y>,. 


• y«.. 


y.,n- 


-» y%,n—a 


Vs.N— a 


\* V«,n- 


y,,» 


>Ja.n 


Vx.n 


• Vn.n 



vale a dire per ottenere la derivata del determinante X basta cam- 
biarvi gli elementi dell’ultima orizzontale nelle rispettive derivate. 
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§. vili. 

SPECIALI TRASFOBHAZIONI DE’ DETERMINANTI. 

Prima trasformazione. 

Decomposizione de’ determinanti in altri che hanno nulli 
gli elementi principali. 

78. Se si domanda tutta la parte di un determinante, la quale 
non contenga alcuni de’suoi elementi, è chiaro ch’essa è ciò che 
diviene lo stesso determinante annullandovi gli elementi desi- 
gnati. Si osservi intanto che lo sviluppo di un determinante dee 
'contenere termini in cui non figurano clementi principali; altri 
ili cui figurano ad uno ad uno; altri in cui figurano i loro pro- 
dotti a due a due; altri co’loro prodotti a tre a tre, etc.; e che in- 
fine vi sarà un termine formato dal prodotto di tutti gli elementi 
principali. È da notarsi tuttavia che non può esservi alcun termi- 
ne con n — 1 elementi principali, dinotando n il grado del deter- 
minante; perchè, essendo n i fattori di ogni termine, se vi fosse 
un termine con n — 1 elementi principali, il fattore che manca 
non potrebbe essere che il restante elemento principale, senza di 
che gli n fattori non apparterrebbero ad orizzontali e verticali di- 
verse. 

Ciò premesso dinotiamo in generale con l'insieme di tutti i 
termini del determinante P, in cui si trovano gli elementi prin- 
cipali ad r ad r; di modo che P^ esprimerà tutti quelli, in cui non 
entrano elementi principali; P, quelli in cui entrano ad uno ad 
uno; P, quelli in cui entrano a due a due; e cosi di seguito; avre- 
mo in siffatta guisa 

P=Po+P,-l-P»H l-P„_,-i-P„ ; 

Ma poi segue dalla osservazione fatta in principio che P„ è ciò che 
diviene il determinante P, annullandovi tutti gli elementi prin- 
cipali; inoltre cheP, è la somma dei prodotti di tutti gli elementi 
principali pe'rispettivi complementi, ne’quali siano annullati gli 

clementi principali; similmente che P» è la somma dc’prodotti di 

!> 
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questi elementi a due a due, dopo aver moltiplicato ogni prodotto 
pei suo complemento, nel quale siano sempre annullati gli ele- 
menti principali; e cosi di seguito fino a P„_,; mentre P„_, = 0, 
e P„ è semplicemente il prodotto di tutti gli elementi principali, 
vale a dire è il termine principale del determinante P. 

Esempio: 



a b c 


= 


Ohe 




0 c' 


-f-ò' 


0 c 


-hc" 


0 b 


a' h' c' 




a' 0 c' 




b" 0 




a" 0 




a' 0 


o’ b" c" 




a" b" 0 















+ a b'c". 



Seconda trattformasione. 



f Sviluppo di un determinanle secondo le potenze di una parte 
comune a tutti gli elementi principali. 



79. Supposto il determinante 



X = 




«.,2 


fi... 


• «2,1. 




«2,. 




«2.2 


• «9.» 




«2,. 


«... 


«2,2+^ 


• «... 






®>l,2 


«n.2 


• ««.n+a; 



è manifesto che al suo sviluppo, ordinato per le potenze decre- 
scenti di ir, può darsi la forma ^ 

X=a5*-iT-S,iC*~*-t-S,ir*~*-4" •• -t-Sr^r" 

'>1 ' i » ' . 

e la quistione si riduce a determinare i coefiìcienti S„ S„. . S„. 
' In quanto all'altimo S„ è chiaro ch’esso è ciò che diviene il de- 
terminante X ponendovi a::=0; e per conseguenza equivale al de- 
terminante • 




P 



«1.1 a.,« • 



1 
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Ma per determinare in generale il coefficiente di si os- 
servi che il prodotto di qualunque principale minore di grado 
n — r del determinante X pel suo complemento" è una parte di 
X (n°32). Intanto, se dello sviluppo di un tal minore si consi- 
deri il solo termine in a;"”*', è chiaro che il suo coefficiente, nello 
sviluppo della detta parte, è ciò che diviene il complemento po- 
nendovi a;=0, e sarà quindi un principale minore di grader di P. 
Ora,siccome il prodotto di ogni principale minore di grado n— -r 
di X pel suo complemento dà luogo ad una somigliante conchiu- 
sione, ne segue che è la somma di tutti i principali minori di 
grado r di P; e però S, sarà la somma di tutti i principali minori 
di primo gràdo del determinante P, vale a dire sarà la somma dei 
suoi principali elementi; S, sarà la somma de'suoi principali mi- 
nori di 2° grado; S, di quelli di 3° grado; e cosi di seguito. 



Supposto per esempio 



X = 



a-t-a; b c 
a' b'-hx c' 



,/r 



b" 



c"-hXl 



si ha 



S jX-i- S, 



Sj — a-{-b'-\-c'' , S, — 



a b 


-1- 


a c 




b’ c' 


, s.= 


a b c 


a! b' 




a"c" 




b" c" 




a' b' c' 














a" b" c" 



Terza irasformaciooe. 

Sviluppo (H un determinante secondo i prodotti degli elementi 
di due linee di nome diverso. 



80. Se il prodotto algebrico di due elementi appartenenti a due 
linee di nome diverso del determinante P, escluso l’elemento co- 
mune, si moltiplichi pel suo complemento algebrico, si ha tutta 
la parte di P in cui entrano come fattori i due elementi (n“ 34). 
Quindi se gli elementi di una delle linee si combinino in tutti i 
modi con quelli dell'altra, uno ad uno, eccetto sempre rcicmento 
comune, ed ogni prodotto binario si moltiplichi pel suo comple- 
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mento, l'uno e l'ultro riguardato come algebrico, la somma dei 
prodotti darà tutta la parte del determinante P, dipendente dagli 
clementi delle due linee, meno quella che dipende dal loro ele- 
mento comune; e da ciò poi risulta la seguente proposizione: 

Se il prodotto algebrico di ogni elemento di una linea per ogni e- 
lemento di un altra linea di nome diverso, escluso V elemento comu- 
ne, si moltiplichi pel suo complemento algebrico, la somma dei pro- 
dotti, aggiunta a quello dell’ elemento comune pel suo complemento 
algebrico, riproduce il dato determinante. 

Per tradurre questo teorema in formola supporremo che le 
due linee di nome diverso siano la r*"" orizzontale e la s”^ verti- 
cale del determinante P; ed allora chiamando S la somma dei pro- 
dotti di cui è discorso, si avrà dapprima 



P=Or,,Ar,-t-S. 



Ciò premesso siano t e A due numeri qualunque della serie 1, 2, 
3, . . , »t ; se ammettiamo che i sia diverso da r, e A diverso da 
s, sarà a,. ^ a,- , il prodotto di due elementi appartenenti alle due 
linee, che si considerano, diversi dall’elemento comune a^,. Ora 
è chiaro che nello sviluppo di P i due prodotti 0 ^,^ a^ , ed a,-,k 
hanno coelTìcienti uguali e di segni contrarii, perciocché le due 
parti di P dipendenti da questi prodotti si possono rispettiva- 
mente esprimere (n.® 72) con 



<fP 



‘r.k 






a<,* 



d’P 



dOr., dai_k 



e pel numero 73 si ha 

d»P _ d’P 
ddr.k dOi_, da,,, dOi t ’ 



ma siccome di queste due parti la seconda, che dipende dal pro- 
dotto a, , a,-,t , è compresa nella espressione a,,. A,,, , risulta che 
se si dinota con a, * il complemento algebrico dell’ elemento a^j 
considerato nel determinante A,,, questa parte potrà essere 
espressa da a,,, ^ a,-,n ; ed in conseguenza sarà — a,,;t a,- , * 



Digitized by Google 




61 



tutta la parte di P che dipende dal prodotto 0 ,,* Così que- 
st’ ultima espressione è quella di uno dei termini della somma 
fìgurata da S; ma si comprende che da essa si possono dedurre 
tutti gli altri termini di tal somma, dando a ciascuno degl’ indi- 
ci t e A tutti i valori 1, 2, 3, . . , n, escluso tuttavia r tra i valori 
di i, ed s tra quelli di k ; allora, rimanendo sottintesa questa 
esclusione, sarà lecito di scrivere 

S ^ ®r,fc “«,* » 

i,k 

e si ha la seguente formula 

P — 2 “»,k * (^) 

i,llc 

nella quale adunque bisogna tener presente che a,-,* esprime il 
complemento algebrico dell’ elemento a,jt, preso non già nel de- 
terminante primitivo P, ma sibbene nel determinante A^,,; e che 
di più si ha 

t = l,2,3,..,r — 1, , ft=l,2,3,..,s — 1, s4-l, ..,»»• 

Supposto per un esempio 

P= 0 o„a„a,^ 

®»s * ' 

®4« 

se si applica la formola alla prima orizzontale ed alla prima verti- 
cale si ha semplicemente 

P = — 2 a.,k fli,. «a 

i,k 

1 = 2, 3,4 , 4 = 2, 3, 4, 

e quindi 

“*« ®»i ®aJ ®M ®ai ®a* 

+ a„ flj, a,a"+"fli> ®>i ®J3 "t" ®U “u 

+ a„ 0^, -h a,j a^, -h a^^ a^, 
dove resta solamente a sostituire ad a„, a„ , etc. i loro valori 
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come complementi algebrici degli elementi a„, a„, etc. a ri- 
guardo del determinante 



A..= 



o„ a„ a,^ 



e pei quali si ha 



“*»= 


a,, a,^ 


» “•> = — 













81. In generale è da osservarsi che la caratteristica del com- 
plemento di un elemento a riguardo dei determinante sa- 
rebbe i-t-Ar — 2 ; ma è chiaro che il segno che compete al detto 
complemento, riguardato come algebrico, ò quello delìnito dal 
simbolo ( — 1) *■'■* (n® 30). 

Quorta traaformazIoBC. 



Una trasformazione del prodotto di due determinanti. 

82. Questa trasformazione può formolarsi nel seguente teorema: 

Il prodotto di due determinanti di grado n può essere espresso 
con una somma di prodotti di due determinanti dello stesso grado 
n. I due fattori di un prodotto qualunque sono ciò che divengono 
i due determinanti scambiandovi una matrice di m linee dell’ uno 
con una matrice di m linee dell' altro ; ed il completo sistema dei 
prodotti si otterrà operando il detto scambio tra una matrice fissa 
dell'uno, e tutte le matrici deW altro, che si formano combinandovi 
ad m ad m sia le orizzontali sia le verticali. 

Siano i due determinanti di grado n 



P = 




«... 


• «,.» 


> 


Q = 


6... 




■ Kn 






«... 


• «.,» 










• Kn 




• 


• 


• • 






• 


■ 


. . 




®»,i ®n,» 


«n,. 










K> Kt 


• ^n,% 



e supponiamo che la r"“ matrice di m verticali di P (n® 57) sia 
scambiala con le successive matrici di m verticali di Q; allora se 
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dinotiamo con P^ , , , P^ , ,etc: ciò che diviene il determi- 

nante P quando alla sua r’"® matrice si sostituiscono le successive 
matrici di Q; e con Q, ,., Q, r» ctc: ciò che diviene il de- 
terminante Q quando alle sue successive matrici si sostituisce 
la r"*® matrice di P, il teorema si traduce in 

PQ^Pr,iQi,r+Pr,»Q*,r+Pr,jQs,r+Ct<^" (*) 

Considerando dapprima il caso di m—\, si tratterà di scam- 
biare la r”*® verticale di P con ciascuna verticale di Q; anzi per 
meglio fissar le idee (senza restringere le conchiusioni) , por- 
remo r=l; il che importa lo scambio tra la prima verticale di P, 
e ciascuna verticale di Q; e però in tal caso avremo 



il 


^i.i * ^t,n 


Qx.r= 


®i,i ^j,a • ^i.n 








®a,x ^a,a ^a,i • ^a.n 


Pr,.= 


^'x,a ®x,i • ^i,n 


o 

1» 

11 


a,,. 




^B,a ^a.s • ^B,n 




^a,I ^B,l ^2,3 • ^B,« 


Pr..= 


®i.» ®i,s • ®j,n 


0,,r= 


^i.i ^i.a a«,i * ^i.n 


- 


®«,i ®«,i • ®*,n 




^a,a ag,i • Òg „ 












etc. 


etc. 


etc. 


etc. 



Sviluppando questi determinanti secondo gli elementi delle linee 
scambiate si hanno i due seguenti sistemi di relazioni 

Pr.i = A,,, -f- Aj , -f- ctc. , ' 

Pr.» = ^ 1,1 A,,, -h ò,., A,_, òj ,, A,_, -f- etc. , / 

Pr.» = A,,, òg,, Ag , -H- ò,,, A,_j -f- etc. , l 

/ 

Q..r = a,.. B... + a.,, Bg,g -1- o,,. B,., ■+■ etc. \ 

Q..r = a.,i B,.g -t- Og., Bg.g -t- a,., B,.g -(- ctc. / 

Q.,r = o.„ B.,. -t- flg., Bg,, + a,,. B,., -1- etc. l 
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Ciò premesso, se si moltiplicano i polinomii del sistema (2) pe’ 
corrispondenti polinomii del sistema (3), la somma de’ prodotti 
esprimerà il secondo membro della (1). Ora distingueremo i ter- 
mini di questa somma in due classi, secondochè risultano dal mol- 
tiplicar tra loro termini che in ogni coppia di polinomii sono di 
ugual posto, come i primi, i secondi, etc: ; o sono di posti diver- 
si. In quanto ai termini della prima classe, considerando in ge- 
nerale quelli che provvengono dal moltiplicar tra loro i termi- 
ni de’ polinomii in (2) pe’ termini t™‘ de’ polinomii in (3), è 
chiaro che per la loro somma si ha l’espressione 



-t- ^*.sB,-.j 4- etc.) , 



la quale può tenersi come tipo generatore di tutt’i termini della pri- 
ma classe, poiché ne derivano dando all’indice t lutt’i valori 1,2, 
3, ..n; ma siccome per ciascuno di questi valori la quantità 
chiusa tra parentesi equivale sempre al determinante Q, ne segue 
che il detto tipo può mutarsi in quindi la somma di 

tutti i termini della prima classe risulterà espressa da 

( 4“ , -|— flj jAj , 4" ctc. ) Q , 



ed equivale in conseguenza al prodotto PQ. 

Rispetto ai termini della seconda classe, considerando la som- 
ma di quelH che provvengono da’ termini f”' de’ polinomii in (2) 
e da’termini A”" de’polinomii in (3) si ha l’espressione 

<**,1 A,-,, (ò,-,i Bjt,, -t- òj,a -+- bi, B*,, 4- etc.) 



Ja cui si dedurrebbero tutti i termini della seconda classe, pren- 
dendo per sistemi di valori di i e A le combinazioni binarie de’nu- 
meri 1, 2, 3, . . , n; ma quindi è palese che la loro somma ò 
nulla (n.“ 46). E da ciò risulta in fine che la somma de’prodotti 
de’polinomii in (2) pe’ corrispondenti polinomii in (3) si riduce 
semplicemente a PQ, rimanendo cosi dimostrata la relazione (1) 
pel caso che abbiamo considerato. 

La dimostrazione pel caso generale è assolutamente la stessa 
modificando convenientemente la notazione. Pertanto dinoteremo 
con A, r, K A, r»etc: i determinanti ordinati della i?®'® matrice 
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di m verticali (n° 57) del determinante P, e con H, H*,r, H, 
ctc. i loro complementi algebrici; e similmente indicheremo con 
*i,r » *.,r » *j.r » ®tc. i successivi determinanti della r”'“ matrice di 
m verticali di Q, e con K, , K, , K, , etc. i rispettivi comple- 
menti algebrici. Allora sviluppando i determinanti , P ,., , 
Pr,, , etc. e Q,,r> Q«,r» Qi,r> ®tc. secondo i minori compresi 
nelle matrici scambiate, avremo i due seguenti sistemi di re- 
lazioni 

Pr,i Hi.r -H ■+■ etc. 

Pr.a = *i.« Hi.r + *.,b H,., -f- H,,r + ®tC- 

Pr.» — Hf.r "i* ^*,s Ha,r "1“ H»,r "1“ 



Qi,r = *i.r K,., ■+■ A.,r K,_, -t- A,,,. K,,, ■+■ etc. 
Q».r = *i,r K,,8 -h h, r K,,, ■+■ A,,r *«,• + ®t®* 
Qi.r •” ^i.r J^i.s “1“ ^B,r K,,j -+- As.r "I” ®i®« 



ai quali si applica parola a parola tutto ciò che si è detto a ri- 
guardo de’due sistemi considerati nel caso precedente; e quindi 
si conchiude esattamente nello stesso modo che la somma de’pro- 
dotti de’polìnomii in (4) pe’corrispondenti polinomii in (5) equi- 
vale al prodotto PQ, ch’è quanto dovea dimostrarsi. 

Esempi! : 

a 6 I |x y j 
a'òi U'yi 

:J aj 6 a y l-t-l y 6 Ila; a |=[ aillòy-f-jay xòj 
la;'!»' a'y'j |y'6'llx'ai U'a/IU'y' |a'y' x' b'\ 

: X y a b -H x' y'I I X y =1 <* ^ I K ^ ^ V V 

a' b' x' y' o' ò' I 1 0 ò I X y 1 Ix' y'I | x' y' a' b' | 

10 
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a b c 




X y z 


a' b' c' 




x' y' z' 


a" b" c" 




x" y" z" 



X b c 




a y z 


-h 


y b c 


X a z 


-t- 


z b c 


X y a 


x' b' c' 




a' ì/ z' 




y' b' c' 


x' a' z! 




z' V c’ 


x' y’ a' 


x" b" c" 




a" y" z" 




y" If c" 


x" a" z” 




z" b" c" 


x" y" a" 



83. Dal teorema precedente si deduce immediatamente l’altro 
che segue: 

Dati due determinanti di gradi uguali P e Q si formi una prima 
serie di determinanti P^,, , Pr,,, P,_, , etc. , sostituendo sempre alla 
r"*® matrice di m linee parallele di P le matrici ordinate, sia di oriz- 
zontali, sia di verticali di Q; e quindi una seconda serie di deter- 
minanti „ 0, „' Q,'„ eie., sostituendo alle matrici ordinate di Q 
la matrice s"” di P, diversa dalla r*"®. Posto ciò, se i determinanti 
della ptima serie si moltiplichino pei corrispondenti determinanti 
della seconda, la somma de’prodotti è nulla; vale a dire si ha 

Pr.iQi.i+Pr,»Q»,t+Pr,8Qs.i+CtC.=0. 

In fatti questa trasformazione equivale ad applicare il teorema 
precedente al caso in cui le m linee della r"*® matrice del deter- 
minante P fossero cangiale nelle m linee della sua s"® matrice; 
di modo che questo determinante avrà per lo meno due linee pa- 
rallele identiche; ed in conseguenza è nullo. Cosi supposto per 
esempio i due determinanti , 



P = 


a b c 


. Q= 


X 


y z 




a' b' c' 




x' 


y' z' 




a" b" c" 






y"z" 



se si cambia la prima verticale di P nelle successive verticali 
di Q, e quindi invece di cambiare le successive verticali di Q 
nella prima verticale di P, come lo esigerebbe il primo teore- 
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ma, si mutino per esempio nella sua seconda verticale, si avrà 



X b c 




b y z 


+ 


y b 


c 




X b z 


-1- 


z b 


c 




X 


y b 


a/ b^ c' 




b' y' z'. 




y' V 


c' 




x' b' z' 




z' b' 


c' 




x' 


y' b' 


x'' b" cf 




b"fz" 




fb" 


c” 




a?" V z" 




zf’b" 


c” 




x" 


y" b" 



il che torna lo stesso che applicare il primo teorema al prodotto 
identicamente nullo 



b b c 




X y z 


b' b' c' 




x' y' z' 


b^bU" 




xf yf z” 



§. IX. 

DETERUINAMTI RECIPROCI. 

84. Se in un determinante si cambia ogni elemento nel suo 
complemento algebrico si ha un determinante che dicesi recipro- 
co del primitivo; e però chiamando R il reciproco di P sarà 



P= 




, R = 


^x.x • ^t,n 




®»,« • ®».n 




“^a.x 




. . . . 




• • • • 











Quindi, se una linea di P si moltiplichi per una linea di cgual 
nome in B, il prodotto è uguale a P, se le due linee sono omolo> 
ghe; cd è nullo nel caso opposto (n“ 46); e perciò, moltiplicando 
P per R, ogni elemento principale del determinante prodotto sa- 
rà uguale a P, e tutti gli altri saranno nulli. Avremo adunque 
PR = P", ossia R = P"“’; e ne risulta che : 

Il reciproco di un primitivo di grado n equivale aMa potenza di 
grado n — 4 del primitivo. E se il primitivo è nullo, anche nullo è 
il suo reciproco. 

85. Ecco una proprietà dc’determinanti reciproci di molto in- 
teresse nelle applicazioni. 

Nel reciproco ogni minore di grado m equivale al complemento 
algebrico del suo omologo nel primitivo, moltiplicato per la poten- 
za (ra — 1 dello stesso primitivo. 
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Siano P„ ed due minori omologhi di grado m del deter- 
minante P e del suo reciproco R, e sia P'„ il complemento ordi- 
nario di P„; ma supponendo in primo luogo che P^ ed R^ siano i 
principali minori nelle prime m orizzontali, e nelle prime m ver- 
ticali de’primilivi, avremo 



P' = 








* — 


A... 




Ai,m 












Ae.i 




A».m 




■ 


• 


• 




• 


• 


- 






, tn+9 


• «n.» 




A«.. 


■^m.a • 


Am,», 



Or si osservi che R„ equivale al determinante di grado n 





A... 




* -^x.m 




A,,«i+» 




A.,n 




A.., 




A 


A 


Aj,m-h« 




A»,n 




. . -• 


• « 




• 




• 


9 ; 


A«,, A„,_, 


• ^m,m 


A 

■^m.m-4-x 


Afl»,m+a 




Am.n 


'J 


0 


0 . 


• ,® 


1 


0 




0 










0 


1 




0 








• 


• 




. 




0 


0 


• ® 


^ 0 


0 




1 



il quale è ciò che diviene R, annullandovi gli elementi delle ul- 
time n — m orizzontali, eccetto i principali, ai quali è sostituita 
l'unità. Quindi il prodotto di P per quest’ultimo determinante sarà 
uguale a PRm! effettuando la moltiplicazione per orizzontali, 
con prendere P come moltiplicatore, verrà 



p 


0 


0 . 




®i,tn+9 • 




0 


p 


0 . 


® ®2,m+i 


* 


®a,i» 


0 


0 


p . 








0 


0 


0 . 








0 


0 


0 . 




^nk+j,m+f • 


^m+i,n 
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PR« = P'^P™; (1) 

e ne risulta in fine 

R„=P'„P’^. 



il che è conforme al teorema pel caso considerato, perciocché es- 
sendo P„, un minore principale, il suo complemento ordinario P'„, 
non è diverso dal complemento algebrico. 

È ora agevole la dimostrazione del caso generale. In fatti, se 
si trasforma il determinante P, portandovi in primo luogo, ed in 
ordine difetto, le m orizzontali e le m verticali che concorrono a 
formare il minore P„, , chiamando x la caratteristica di questo 
minore, e n il nuovo determinante, si avrà (n® 39. 11), 

n=(-l)’'P; (2) 

ma intanto il minore P„ ed il suo complemento P'^ si riprodu- 
cono in n come principali minori complementari, l’uno nelle pri- 
me m orizzontali e nelle prime m verticali, l'altro nelle rimanen- 
ti. Dopo ciò, se si trasforma il reciproco R della stessa maniera, 
il minore R„ si riprodurrà ancora nel trasformato come il prin- 
cipale minore nelle prime m orizzontali e verticali; quindi si ha 
conformemente alla (1) 

nR„,=P'„P”; 



e poscia in virtù della (2) si avrà, come dovea dimostrarsi , 

( 3 ) 

Esempii. Supponendo m=2 si ha 

d'P „ 



\r.t Ar,,' 

Ar'.« ■V,»' 

0 con altra notazione 









dP dP dP dR 



d*P 



do^^gf 



P. 




P 
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Per im== 3 si avrebbe 



■^r , 1 A, , 

^r'.i Ar',,' Ar»_,» 

Af" I Af" 

e così di seguito. 

E per considerare ancora qualche caso più concreto, suppo- 
niamo che P sia un determinante di 5° grado; così avremo per 
esempio 



ddfj dUy.'^ i' dd^'t^ i'/ 



P*; 





z= 


®IX ^x» 


P ; 


-^xa ■^14. 


= — 


a*x a« 






flmx a.x a.» 




Ag.j Agg Ag^ 




a»x ®x» 










•^31 -^»a -^84 







In queste formule il segno del secondo membro è immedia- 
tamente delinito dalla caratteristica di uno dei determinanti mi- 
nori che sono nei due membri, e per conseguenza dalla somma 
degl'indici de’principali elementi dell’uno o dell’altro minore; op- 
pure dalla somma degl’indici degli elementi che figurano nel de- 
nominatore del simbolo di derivazione: somma che attribuisce 
il -4- 0 il — , secondochè è pari, o impari. Questa regola è di- 
versa, e molto piu semplice della ordinaria, la quale consiste nel 
paragonare le due permutazioni dei primi e secondi indici nella 
serie completa de’ principali elementi dei due determinanti nei 
primo e secondo membro, e che attribuisce il + o il — , secon- 
dochè le due permutazioni sono della stessa classe, o di classe di- 
versa (*). 

86. È opportuno di notarsi che, nella ipotesi di m=l, il teo- 
rema equivale a dire che: ogni elemento del reciproco è il comple- 
mento dlgebrico del suo omologo nel primitivo; il che riproduce la 
definizione del reciproco. 

87. Siccome a riguardo di un primitivo di grado n il comple- 
mento di un determinante minore di grado m è un altro minore 

n Vedi Ballzer, §• 7,2, Beispiele 



Digitized by Google 




71 

di grado n — m, è chiaro che il teorema pQò anche enunciarsi co- 
me segue: 

Nel reciproco di un determinante di grado n il complemento alge- 
brico di qualunque minore di grado m equivale alf omologo di que- 
sto minore nel primitivo, moltiplicato per la poteniia (n — m — l)"*® 
- dello stesso primitivo. 

Nel caso particolare di »j=l questa proposizione equivale a 
dire che: 

Il complemento algebrico di un elemento del reciproco equivale 
all omologo di tale elemento nel primitivo, moltiplicalo per la poten- 
za (n — 2)”“ dello stesso primitivo. 

Vale a dire si ha in questa ipotesi 



dR 

dKs 



flr., P" 



(4) 



88. Nella teoria de’determinanti reciproci è un caso merite- 
vole di attenzione quello in cui il primitivo è uguale aH’uRttà, 
perchè allora tra il primitivo ed il reciproco si stabilisce una per- 
fetta reciprocanza. In fatti se P=l, si ha pure (n“ 84) R=l. 
Inoltre in questo caso la (3) si riduce a 



R„=(_1)’'P'„; •/ 

ma, dinotato con R',„ il complemento ordinario di R,^ , si avrà 
inversamente (n® 87) 



P„=(-1)*R'„.; 

cioè, qualunque minore del primitivo equivale al complemento 
algebrico del suo omologo nel determinante reciproco. In fine, 

dP 

mentre si ha per ipotesi Ar,,= ^ — , reciprocamente si ha per 

la (4), — ; vale a dire, mentre R è il reciproco di P, vice- 

versa è P il reciproco di R. 

89. Un altro caso osservabile è, quando il primitivo è nullo. 
Allora non solo è nullo il suo reciproco (n° 84), ma lo è pure ogni 
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minore dì grado maggior di uno, perchè esprimibile con un pro- 
dotto che ha per fattore il primitivo (n° 85) .Applicando per esem- 
pio questa proprietà a'minori di 2^ grado compresi nella matrice 
costituita dalle orizzontali r"*® ed a"*® del reciproco, avremo la se- 
rie di identità 



■^r,i 


Ar,. 


=0 , 


Ar.i A,.i 


=0 . 


Ar.i Ar ,4 


A,., 


A.,. 




Aj.i A,_j 




A«,i 



dalla quale risulta la serie di rapporti uguali 



^=:^ = :^ = ^=etc. etc. 

•™i,x 

e quindi la proporzione 

A * A * A * * A — - A *A *A * ®A 

r,i • • "r,s • • • * • • "#,• • • • • • ^t,% * 

la quale dimostra che: 

Se un determinante è nullo, gli elementi di qualunque linea del 
suo reciproco sono proporzionali agli elementi di ogni (dira linea 
dello stesso nome. Ovvero: 

Se un determinante è nudo i complementi algebrici degli elementi 
di una linea qualunque sono proporzionali ai complementi (dgd>rici 
di ogni altra linea dello stesso nome. 

90. Siano P e Q due determinanti di grado n ; P' e Q' i loro 
recìproci; e pongasi 

K=PQ , K'=P'Q'; 

ed essendo (n° 84) 

V... n ! 1 ^ 

risulterà 

K'=K"-‘. 

Ciò dimostra che K', prodotto de’due reciproci P' e Q', esprime 
il valore del reciproco del determinante K, prodotto de’due pri- 
mitivi P e Q; ma non è lecito di conchiuderne che K' è precisa- 
mente il reciproco di K nei senso che ogni elemento di K' sia il 
complemento algebrico del suo omologo in K. Ora importa di di- 
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mostrare che questa circostanza si verifica in efletli qualora la 
moltiplicazione di P per Q, e quella di P' per Q' siano operate 
della stessa maniera. Supponiamo 

P flj,» • ■ . ^ • • •^n.n » 

Q ^«,1 • • • ^n,n > Q ■ • • B»i,» * 

B 2::t ^x,i • ' • •'n,n » B = ^rfc Vi,, Va, a • • • 7i»,n> 

e ritenuto che le due moltiplicazioni siano entrambe operate per 
orizzontali avremo (n° 63) 

^r,i = (*r.i ^1,1 +<*r,* ^»,a + ’ ' » 

tr.i — •• +A,.,i, 

Ora la seconda relazione fa vedere che y^,, è il complemento al- 
gebrico di c,.,, (n® 68) ; e ne risulta che ogni elemento di K' è il 
complemento algebrico dell’ elemento omologo in K ; così per la 
consueta notazione sarà y^,, = C^., . e di seguito 

B — - ± C,., Ca,a • • • C*,„. 

Dopo ciò possiamo conchiudere, che: 

Se si moltiplicano della stessa maniera tanto due determinanti, 
quanto i loro reciproci, il determinante prodotto de'primi ha per 
reciproco il determinante prodotto degli altri. 

§. X. 

DETERMINANTI SIMMETRICI, GOBBI SIMMETRICI, E GOBBI. 

91. Oltre ai determinanti simmetrici, ne’ quali ogni elemento 
è uguale al conjugato, sono da distinguere i gobbi simmetrici, ed i 
gobbi. Un determinante dicesi gobbo simmetrico, se ogni elemento 
è uguale e di segno contrario al conjugato; il che importa che gli 
elementi principali debbano esser nulli. E chiamasi gobbo, se ogni 
elemento non principale è uguale, e di segno contrario al conju- 
gato. 

Adunque, mentre nel determinante simmetrico due linee con- 
iugate qualunque sono tra loro uguali, nel gobbo simmetrico poi 

11 



Digilized by Google 




74 



sono uguali, ma di segni contrarii ; e tali son pure nel gobbo, 
fatta però astrazione dall’ elemento comune. Intanto a qualun- 
que di queste tre specie appartenga un determinante P, potremo 
sempre supporre 



P= 



^9^1 ®a,9 • 



®n,a • ®B,n 



ben vero, se P è simmetrico i suoi elementi dovranno verifica- 
re la condizione = a,^ ; se gobbo simmetrico dovrà essere 
Or,, — — o,,r, donde risulta a,,,. = 0; e finalmente, se P è gobbo, 
dovrà esser pure a^,, = — «,,r , a patto però che gl'indici r ed a 
siano disuguali. 

92. Noi passeremo ora ad esporre alcune delle principali pro- 
prietà delle dette tre specie di determinanti, che sono di grande 
interesse nelle applicazioni, premettendo qui una osservazione 
comune a tutti, cioè che: t loro principali minori determinanti so- 
no rispettivamente della stessa natura de’primitivi; vaie a dire sim- 
metrici ne’primi, gobbi simmetrici nei secondi, e gobbi negli vitimi. 



Determinanti almmetrlcl. 

93. Se in un determinante simmetrico si considerano due mi- 
nori conjugati (n“ 28) subito si riconosce che le successive oriz- 
zontali dell’uno sono ordinatamente identiche alle successive ver- 
ticali dell’altro; e quindi: 

I minori conjugati di un determinante simmetrico sono Ira loro 
uguali; ed uguali son pure i loro complementi, anche riguardati 
come algebrici. 

94. Segue in particolare da questa proposizione che nel deter- 
minante simmetrico i complementi algebrici di due elementi con- 
jugati sono tra loro uguali. Cosi in questi determinanti, mentre 
si ha per ipotesi a^,, = a, r , risulta ancora A,_, = A, r ; e da ciò 
poi segue, che: 

II reciproco di un determinante simmetrico è pur esso un deter- 
minante simmetrico. 
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95. La forinola (1) del ii.° 80 può farsi utilmente servire allo 
sviluppo de’determinanti simmetrici, applicandola specialmente 
a due linee conjugate. Messo per tanto r = s quella formolo di- 
viene 

— ®r,r ^r,r ^ ®r,li ®».fc 

i,k 

dove bisogna rammentare che dinota il complemento algebri- 
co dell'elemento a,- ^ preso nel determinante A,.,,. ; e di più che 
gl’indici i e k debbono prendere tutti valori 1, 2, 3, . . , n, ad 
eccerione di r. Ora, se P è simmetrico, si ha a< ^ = Ot.ì ! ® quin- 
di potremo scrivere invece 
\ 

P=<*r,r Ar.r — 2 Cf i 0,,^ a,- (1) 

i,k 

/ 

Intanto i termini della somma accennata dal z sono da distin- 
guersi in due classi; l’una che comprende i termini nascenti da 
valori uguali di i e k, l'altra da valori disuguali. In quanto ai pri- 
mi il loro aggregato può essere espresso da z a* ^ a{, < , l’ indice t 

i 

dovendo prendere tutt’i valori 1, 2, 3, . . , n, escluso r. Rispetto 
ai secondi è evidente ch’essi a due a due sono uguali, perchè es- 
sendo A^,r un determinante simmetrico _(n" 92) si ha *=«*,, • 

(n** 94); quindi l'aggregato de’ termini della seconda classe può es- 
sere espresso da 2 z ed in conseguenza si ha la formala 

i,k 

P = Or,r K.r— ^ <{ «i.i ~ 2 2 «r.! ^r.k (2) 

t i,k 

nella quale adunque la prima somma si estende a tutt’i valori di t 
compresi nella serie 1, 2, 3, . . r — 1, r-<-l, . . , n; mentre nella 
seconda i sistemi di valori di t e sono tutte le combinazioni bi- 
narie de’numeri medesimi. 

Supponendo per esempio 

P= a„a„a„ 

® 2 » 

(i.x « 1 . 0 .. 
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cM inoltre r=l , si ha dapprima 

P — dgt Ajj (^xa ®^aa "1“ ^xx ^xx) ^^xa ^xx ^ax ’ 

ma essendo 

Axx fl»j dtt 

®xa ®xx 

’ e quindi a„=a,x , a„=o„. aai=“®i»= — ®aa* risulta in fine 

P=«x, o » «XI + 2a„a„ a„— (a„o;, + a„o;, + a„ oJJ . 

96. Considerando per un altro esempio il determinante sim- 
metrico 



u 


Mx 


«. 


«X 


• M„ 


«X 


«x,x 


a».. 


«x,x 


• «X.» 


«. 


^*,X 


«... 


«... 


• «..n 


Mi 


«x.. 


«... 


«... 


• «X.» 


• 


• 


• 


• 


• • 


M„ 


^«,1 




«n.x 


• «»,n 



il quale si riduce al determinante P, sopprimendone la prima 
orizzontale c la prima verticale, è chiaro che per questo caso le 
formolo (1) e (2) divengono rispettivamente 

U = mP — zu.MìA,.* (3) 

1,/c 

U=uP— su’i Ai,i — 2£Ui«*Ai,n, (4) 

I iji 

dove A,-,* esprime al solito il complemento algebrico deU'elemento 
a,- n preso nel determinante P ; e le somme dovendo estendersi a 
tutt'i valori 1, 2, . . , n degl'indici ie k; ben vero per ciò che 
riguarda l'ultimo termine della (4) i sistemi di valori di i e A so- 
no le sole combinazioni binarie de'medcsimi numeri. 

Quando nel proposto determinante U è nullo l' elemento figu- 
rato da u, vale a dire quando si ha w=o, le due ultime formolo 
si riducono ad 

U==— A.,fc; (5) 

i,k 

i: = — £ «/ A.-i— 2si<i«*Aj,t. (6) 

I ifk . 
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Applicando per esempio la (6) ai determinante 
0 w, u, u, 

a„ o„ a„ 
u, a„ a„ a„ 

osserveremo che nella prima somma l’ indice i prende i valori 
1 , 2, 3; mentre le combinazioni binarle di questi numeri sono i 

sistemi di valori di t e A nella seconda somma; c perciò si ha 

\ - 

U =— (A„u;-+-A,X - 1 -A,.u; 4-2A„«.u^-h2A„u.«, -t-2A,,u,M.) 

dovè piu non resta che sostituire in luogo di A„, A„, etc. i loro 
valori come complementi algebrici degli elementi a,,, etc. 
a riguardo del determinante P di 3° grado. 

97. Come casi particolari degli esempii precedenti notiamo i 
seguenti determinanti: 

0 0 6 ^2abc. 
a 0 c 
b c 0 





01 1 1 =jOaòc 2o''6*— 2a'c*— 2ò*c*. 

1 0 c* 6* a 0 c ò 



1 c* 0 o* 6 c 0 a 

1 6* a* 0 c 6 o 0 

[0 1 1 1 ==j 0 y/a y/ò" V'T 2a6— 2ac — 26c. 

1 0 « * y/r 0 y /7 y / ò " 



1 c 0 a y/j Q y/g 

1 b a 0 y/7 yT y/à 0 



98. Cercando la derivata del determinante simmetrica P, ri- 
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spetto ad un elemento qualunque si ha dapprima (n*. 76) 



^ — A, -hA ; 

da,., ~ ^ ' ^ da,.. 



ma essendo a, , = a,, la derivata che figura nell’ultimo termine 
equivale ad 1 ; ed è inoltre A,., = A,., (n® 94); dunque risulta 




La derivala di un determinante simmetrico rispetto ad un eie- 
mento qualunque equivale al doppio^del complemento algebrico detto 
stesso elemento. 



% 



Deferminantl gobbi simmetrici. 



99. Per le condizioni di due minori conjugati di un determi- 
nante gobbo simmetrico è palese che le successive orizzontali del- 
l’uno sono uguali, ma di segni contrarii, alle successive verticali 
dell’altro; e però quelle diverrebbero uguali a queste, mutando i 
segni a tutte le linee di uno stesso nome dell’uno de’ due minori; 
ma ciò non altera un determinante, se di grado pari, e fa solo 
mutarlo di segno, se di grado dispari ; dunque: 

In un determinante gobbo simmetrico i minori conjugati sono u- 
guali, se di grado pari; ed uguali, ma di segni contrarii, se di grado 
dispari. 

100. Da questa proposizione risulta in particolare, che: 

I complementi di due elementi conjugati di un determinante gobbo 
simmetrico sono uguali, se il primitivo è di grado dispari ; e sono 
uguali e di segni contrarii, se U primitivo è di grado pari. 

101. Supposto che P sia gobbo simmetrico s’ indichi con n ciò 
eh’ esso diviene mutando i segni a tutte le linee di uno stesso no- 
me; cosi le orizzontali di ii saranno identiche alle verticali di P ; 
e sarà perciò ii = P ; ma, se il determinante P è di grado dispa- 
ri, è pure H= — P; dunque in tal caso si ha P=0;e quindi risul- 
tano le seguenti proposizioni. 

I.Ogfm’ determinante gobbo simmetrico di grado dispari è nullo. 
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II. In qualunque determinante gobbo simmetrico i principali 
minori di grado dispari sono nulli (n® 92). E nulli son pure i loro 
complementi, se U primitivo è di grado pari. 

III. Ne' gobbi simmetrici di grado pari è nullo il complemento 
di ogni elemento principale. 

102. Segue da ciò che, se gli elementi del determinante P sod- 
disfano alle condizioni flr, flr,,. = 0, quando P è di 
grado pari sarà pure A,..,=r— A,,,. , Ar.r=0; iPa se P è di grado 
dispari, si avrà solo Ar,, = A,r. Così; 

Il reciproco di un determinante gobbo simmetrico di grado pari è 
similmente gobbo simmetrico. Se poi il primitivo è di grado dispari, 
il suo reciproco è semplicemente simmetrico, ma nullo al pari del 
primitivo. 

103. Ed essendo nullo e simmetrico il reciproco di un deter- 
minante gobbo simmetrico di grado dispari, anche nullo e sim- 
metrico sarà ogni principale minore dello stesso reciproco di grado 
maggior di uno (n* 89, 92). Quindi considerando in generale un 
principale minore di 2.“ grado, si avrà la relazione 

•^r.r bf.i 

dove kf,, = A,_r ; c dalla quale perciò risulta 

^,r bs,g • 

e conseguentemente 




Questa formula per tanto dà origine alla proporzione continua 

•^,1 • ^r,n ^ .... ^ A„ 

da cui rilevasi, che; 

I successivi elementi di una linea qualunque del reciproco di un . 
determinante gobbo simmetrico di grado dispari sono proporzionali 
alle radici quadrate de’ suoi successivi elementi principali. E di più 




Digitized by Google 




80 



che il segno di una qualunque di queste radici, il quale, può pren- 
dersi ad arbitrio, determina i segni di tutte le altre. 

104. I determinanti gobbi simmetrici di grado pari son poi do- 
tati della proprietà notevole di essere quadrali perfetti: proprietà 
immediata per quelli di 2° grado, poiché si ha 



0 a 
—a 0 






c che in generale si dimostra assai facilmente come segue. 

Supposto che P sia un determinante gòbbo simmetrico di grado 
pari, s’indichi con R il suo reciproco, che sarà pure gobbo sim- 
metrico (n.® 102) ; e siano P, ed R, due principali minori omo- 
loghi di 2® grado di P ed R; i quali saranno delia stessa natura 
di questi primitivi; allora se dinotiamo con P', il complemento 
di P„ avremo (n® 85) 

R,=P'.P. 

Intanto, essendo P un determinante gobbo simmetrico di grado 
pari, P'„ eh’ è complemento di un suo principale minore di 2® 
grado, sarà pur esso un principale minore di grado pari ; e pro- 
priamente di grado 2®, 4®, 6® etc. secondochè il primitivo P è ri- 
spettivamente di grado 4®, 6®, 8®, etc. Ciò premesso osserviamo 
che il determinante R., il quale figura nel primo membro della 
precedente relazione, è un quadrato, perchè gobbo simmetrico di 
2® grado; quindi risulta che anche un quadrato è il prodotto P',P; 
e però sarà quadrato il fattore P, quando lo sia il fattore P',; ma 
questo fattore è di fatto un quadrato, se P è di 4® grado, poiché 
allora esso è. gobbo simmetrico di 2® grado; dunque in tal caso é 
un quadrato il determinante P. Resta cosi dimostrato che i deter- 
minanti gobbi simmetrici di 4° grado sono quadrati perfetti; ma 
da ciò poi segue immediatamente che lo sono anche quelli di 6® 
grado; perchè, se P è di 6® grado, il fattore P', è un quadrato, 
perchè gobbo simmetrico di 4® grado; e perciò sarà quadrato an- 
che P. Ma quindi è manifesto che son quadrati i determinanti 
gobbi simmetrici di 8® grado, 10® grado, etc. ; ed in generale di 
ogni altro grado pari superiore; ed in conseguenza possiamo con- 
chiudere, che: 
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Ogni determinante gobbo simmetrico di grado pari è il quadrato 
di una funzione intera e razionale de’ suoi elementi. 



ICsempii: 

{) X ij z 
— X (ì e b 
— y — c 0 a 
—z—l>—a 0 



=a*x'‘-t-b’if-{-c'’z'‘ — '2abxy-t-2acxz — 2bcyz 
={nx — by-k-czy. 



0 X — y z 
-X 0 c b 
y — c 0 a 
-z—l}—a 0 



— a’‘x'‘-\-b^y°->re!"z’‘-^2abxy+2acxz-^2hcyz 
—[ax+by-t-czY . 



0 (/jj 

flgi 0 ^£3 a^^ 

«3 3 «3* 0 «3i 

«41 «4a «43 ^ 



«la «34 «13 «24 «i4 «a3 ^«la «34 «33 «24 

-l-2a,g «3^ a^^ <jg3 — 20jj Og, 

= («3. «34 — «3. «24 -H «U «.3)“- 



È da avvertire che in quest’ ultima notazione generale ogni ter- 
mine 0 dello sviluppo del quadrato, o della radice, che sia affetto 
dal — , può ridursi ad avere il -t-, bastando perciò di scambiar 
tra loro i due indici di un fattor qualunque del termine. Quindi 
è, per esempio, che allo svilupjìo del precedente determinante di 
4“ grado può darsi la forma 

(«32 «34 I «33 «4» “i* «34 «»s) • 

105. Quantunque la dimostrazione da noi data del teorema pre- 
cedente sia semplicissima e chiara, pure troviamo opportuno di 
esporne un’ altra dovuta al eh. Baltzer, modificata leggiermente. 
Dobbiamo a quest’uopo rammentar la formola (n” 80) 

1 Z 0,._< 

dove gl' indici r ed s prendono tutl’ i valori 1, 2, 3, . . , n, eccetto 

f , e dove , esprime il complemento algebrico dell’elemento a^ „ 

12 
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preso non già nel primilivo P, ma nel determinante Af i’, talché 
in ciTetti è un determinante minore di grado n — 2 del primi- 
tivo P, nascente dal sopprimere le orizzontali t’"“ ed r”“, e le 
verticali i™* ed s™'’. Ora essendo P gobbo simmetrico di grado 
pari, si ha Ai,< = 0 (n“ 101); ed è inoltre a,._i= — Oi,.; dunque 
nella ipotesi attuale la forinola di poc’anzi si riduce a 



e poiché si ha pure (n® 102) 

“r,s ■*j,r — *r.r * 

cosi possiamo scrivere invece 

P-— V/“r,r “»,i 

r.t V 

Questa formula intanto può cangiarsi nell’altra 






ma siccome ciascuno degl’ indici r ed s prende i medesimi valori 
1,2,.., t — 1, t-f-l, ■ - , n, ed il segno di una radice determina 
quelli di tutte le altre (n® 103), cosi i due fattori del secondo 
membro sono identici, c ne risulta 

P=(2fl,,,. 

da che poi segue 

r 

vale a dire 




V/p= 



a 




N/®8,S ^Ì,Ì— I \/ **— I,i— I 

i-t-x ®ii,n • 



In tal modo V ^ trovasi decomposto in una somma di n — 1 tcr- 



/ 
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mini della forma flj.rV «r.r • dove a^.r dinota un determinante 
gobbo simmetrico di grado pari n — 2, Supponendo ora ripetuta 
la medesima decomposizione a riguardo delle n — 1 radici \/ 
y/a,,,, etc. l’espressione precedente di \/P sarà trasformata in 
una somma di (n — 1) (n — 3) termini, ciascun de’ quali avrà per 
fattore la radice di un determinante gobbo simmetrico di grado 
pari n — 4. E cosi continuando è chiaro che si giungerà finalmente 
a trasformare y/F in un polinomio di termini aventi per fattori 
semplicemente radici di determinanti gobbi simmetrici di 2® gra- 
do, le quali perciò equivalgono ad elementi del determinante P; 
da che risulta in fine che la radice di questo determinante è, co- 
me volca dimostrarsi,una funzione intera c razionale de’suoi ele- 
menti. E ne risulta inoltre che il numero de’termiui di questa 
funzione ascende ad 

(n — 1) (n— 3) (n — 5) X ■ • x3xl = Ix3x5x • • X (n — 1) ; 

fi 

c di più che ogni termine è un prodotto di elementi del de- 
terminante P, con ìndici necessariamente tra loro disuguali; c 
che perciò formano per ciascuno de’ termini una permutazione 
de’numeri 1, 2, 3, . . , n. 

106. La radice del determinante P, vale a dire,quella funzione 
intera e razionale de’suoi elementi, che lo riproduce elevata a 
quadrato, è dotata di talune proprietà che danno a tal funzione 
mollo interesse per importanti applicazioni; ma la sua proprietà 
caratteristica consiste nel cangiar di segno, senza mutar di valo- 
re, quando vi si scambiano tra loro due indici qualunque. 

In fatti s'indichi con H la detta radice, e sia H, ciò ch’essa di- 
viene per lo scambio tra due indici r ed s ; sarà cosi il valore 
del determinante in cui mutasi P scambiandovi gl'indici r ed s ; 
ma questo scambio nel determinante P equivale a scambiar tra 
loro la r*"® e la s*"® orizzontale, e la r”® ed s”‘® verticale; il che 
non altera il suo valore; dunque risulta Segue da ciò che 

le funzioni U, ed H non possono diiferire in altro che nel segno; 
e per decidere se hanno un segno comune, o segni diversi baste- 
rà esaminare i segni che uno stesso termine prende nell’ una e 
nciraltra funzione. 
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Sin flr,. ^ l'insieme di luUi i termini di H, i quali hanno per 
fattore l’ elemento a,,; rosi gl’indici di lutti gli elementi, che 
entrano a comporre la quantità h, saranno differenti da r ed s 
(n” 105 in fine): c perciò questa quantità resta immutata per lo 
scambio tra gl’ indici r ed s. Segue da ciò che operando questo 
scambio tra gl’indici di II, pcrchò divenga H, , la sua parte 0^,, h 
si muterà in a, ^i ; ma le due quantità ed a, fh sono 
uguali e di segni contrarii, dunque anche II ed H, saranno ugua- 
li c di segni contrarii. 

È ora evidente che la funzione II diverrebbe nulla rendendovi 
uguali due indici; c quindi risulta il seguente teorema: 

La radice del delerminatile P, gobbo simmetrico di grado pari, 
muta di segno e non di valore, se vi si scambiano tra loro due in- 
dici qualunque. E si annulla se due indici vi si rendono uguali. 

H 

107. Scrivendo ad arbitrio un prodotto di elementi del de- 
terminante P, se gl’indici sono tutti disuguali, questo prodotto è 
sempre un termine della radice del determinante. In fatti sia il 

prodotto di — elementi 

^V,X • • • ^>J,1 « 

in cui gl’indici t, u, v, x, . . , y, z formino una permutazione dei 
numeri 1, 2, 3, . . , n, il che equivale a supporli disuguali. Mol- 
tiplicando questo prodotto per ciò ch’esso diviene mutandovi ogni 
elemento nel suo conjugato, si ha il prodotto di n clementi 

«(,« «U,( X «a-.t. X • • X «J,,; , 

il quale, a parte il segno, è un termine di P. Per definire questo 
segno osserveremo che la permutazione de’secondi indici può ri- 
guardarsi come derivata dalla permutazione de’primi indici in 

virtù di scambii operati tra essi a due a due; c perciò il se- 
gno di cui trattasi sarà quello che risulta dal simbolo ( — l) v ; 
ma il prodotto di poc’anzi equivale identicamente a 
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dunque I’ espressione 



(_1) »(_!)• a; a‘ . 

t.v v.t: 



. a 






sarà un termine del determinante P col segno che gli compete. 
Ora questa espressione, essenzialmente positiva, ed equivalen- 
te ad 



(®/,u ^v,x • • • ®y,r) ■» 

è precisamente il quadrato del prodotto considerato in principio 
®<.u • » Oy.z ; c perciò un tal prodotto è necessariamente un 

termine della radice di P. 

108. Quest’ultima proprietà permette di formare immediata- 
mente ed in molte maniere un termine della radice del determi- 
nante P; con che tuttavia non si ha che questo termine solo; ma 
vedremo or ora che da questo termine arbitrariamente formato 
può dedursi in modo semplicissimo resprcssione completa della 
radice; ed allora lo stesso termine va distinto col nome di termine 
principale della radice, la quale per compendio si rappresenta col 
simbolo 



chiudendo cioè tra parentesi il termine principale, o più sempli- 
cemente con 

(t, u,v,x,.., y,s). 



mettendo in veduta soltanto la permutazione degl’indici come fi- 
gura nel termine principale. 

È poi conseguenza della proprietà esposta al numero 106 che, 
se in questo simbolo si scambiano tra loro due indici, il nuovo 
simbolo rappresenta la stessa radice, ma col segno opposto; ed è 
cosi per esempio che si ho 

(t,u,v,x,..,y,z) = — (u,t,v,x,..,y,z) = {u,t,x,v,..,yiz)=etc. ctc. 

In generale le espressioni della radice corrispondenti a due sim- 
boli con due diverse permutazioni, mentre sono sempre uguali iti 
valore assoluto, saranno poi di segni simili o contrarii, sccondo- 
ebè le due permutazioni sono della stessa o di diversa classe; o in 
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altri termini sccondochò il numeri totale delle loro inversioni è 
pari, 0 impari. 

Bisogna osservare che, se il prodotto - 

» 

tir 

anziché essef formato di -g- elementi , ne comprenda un nume- 

Jà 

ro minore, ma pari, si vedrebbe esattamente come al numero 
107 che in tal caso esso è un termine della radice del principale 
minore determinante di P, formato nelle orizzontali deflnite dai 
numeri di ordine t, u, v, x, . . , y, z; e quindi uniformemente 
la radice di questo minore sarebbe rappresentata da 

{l,u,v,x, . . ,y,z). 

109. Andremo ora ad esporre il metodo per costruire la radice 
del determinante P, e che possiamo rappresentar col simbolo 

( 1, 2, 3, 4, . . , n), 

ov’è messa in veduta la permutazione diretta. Col soccorso di que- 
sto simbolo cominceremo dallo sviluppare la radice in un polino- 
mio di n — 1 termini ugualmente simbolici; ed ecco in qual mo- 
do. In primo luogo caveremo fuori del simbolo i primi due nu- 
meri 1 e 2 per darli come primo e secondo indice ad a ; e forme- 
remo cosi il primo termine del detto polinomio simbolico 

a,,, (3, 4, 5, .., n), 

nel quale il secondo fattore esprime la radice di un determinante 
gobbo simmetrico di grado n — ^2, e propriamente del principale 
minore, che si forma da P, sopprimendone le due prime orizzon- 
tali e le due prime verticali. Da questo termine poi dedurremo 
tutti gli altri termini dello sviluppo con la legge seguente, «Ri- 
» manendo fisso il primo de’due indici esterni, muteremo succes- 
» sivamente il secondo in ciascuno de'numeri interni; a patto pe- 
li»' rò che, mentre è il primo di questi numeri interni quello che 
» ogni volta prender deve il posto del secondo indice esterno, il 
» numero, che si toglie da questo posto, vada ritornalo al di deu- 
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» Irò del simbolo, per esservi sempre situalo in ultimo luogo » 
Risulta in siflatta guisa lo sviluppo, che trattasi di dimostrare , 

(1 , 2, 3, . . . , n) = a,_g (3, 4, 5, . . . , n) •+• (4, 5, ... , n, 2) 

“I" (S» 6, . . , n, 2, 3) + • • + (2, 3,4,.., n — 1). (1) 



Osserviamo che lo sviluppo di y/ P , già dato al n® 103, per t=l 
diviene 



V P ®i,a V “a, a + «i,s V “s.s V "1 V «n,n ('^) 

ed è manifesto eWe i termini di questo sviluppo non differiscono 
in valore assoluto da quelli del precedente simbolico sviluppo, 
poiché si ha, fatta astrazion da’segni. 



= = (4,5,6,.., n.2) , ... 



V “n,n= (2, 3,4, .. , n — 1). 

Quindi, siccome lo sviluppo (2) esprime un valore di nella 
ipotesi che i coefficienti di a,,, , a,,, , etc. rendano soddisfatta la 
relazione (n“ 105) 

V “r.r «».« = «r,t ’ (3) 

per dimostrare la (1) basterà dimostrare che i coefficienti simbo- 
lici dei secondo membro verificano la (3). In somma ponendo,, ih 
generale, senza ambiguità di segni 



\/a,._, = (r-i-l, r-f-2, . . , n,2,3, . ., r — 1)=R , 
^ = (s -f- 1, s + 2, , . , n, 2, 3, , . , s — 1 ) = S i 



avremo a provare che si ha identicamente 



R S=ar,, ; 



anzi poiché il prodotto RS ed il determinante sono, per ipo- 
tesi, uguali in valore assoluto, basterà provare che uno stesso 
termine prende nelle due funzioni uno stesso segno. 

A tareffelto cominceremo per rendere dirette le permutazioni 
di R ed S; ed osservando che nell’una vi sono (n — r) (r — 2) in- 
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versioni, perrhò ciascuno de’ primi n — r elementi fa inversione 
con ciascuno de’ rimanenti r — 2, e nell’altra (n — s) (s — 2); ed 
osservando che questi due numeri possono ridursi ad r cd 
avremo 



R = (-l)--(2,3,. 


. , r — 1, r-i- 1, . . , n) 


(4) 


S = (-!)* (2,3,. 


. , .s — 1 , s -f- 1 , . . , Jt) 


(3) 



Dopo ciò nelle permutazioni (4) e (5) porteremo in ultimo luogo 
s nella prima ed r neH’altra; ed allora, supposto per fissar le idee 
r ■< « , troveremo 



R = (-l)’‘ ‘ (2,3, . . , r-l, r-t-1, . . , s-1, s+l,..,n,s) (6) 

S = (-l)‘-’-' [2,3, . . , r-1, r+1, . . , s-1, (7) 

Di fatti nella (6) ciascun de’numeri da « + 1 fino ad n fa inver- 
sione con l’ultimo s ; e però vi sono n — s inversioni; quindi es- 
sendo questo numero riducibile a — s , si vede come dalla (4) de- 
rivi la (6). Cosi pure nella (7) ogni numero da r-+-l fino ad n fa 
inversione con l’ultimo r ; ma siccome nella serie di quei numeri 
manca s, essendo per ipotesi r<s, si hanno attualmente n — r — 1 
inversioni ; e per la riduzione di questo numero a — (r -t- 1) 
resta dimostrato il passaggio dalla (5) alla (7). 

Moltiplicando i termini principali (n“ 108) di (6) e (7) si ha 
Tespressione 

— j . . . ^ , X ®a,a a , n— I ^,r 



quale un termine del prodotto RS, col segno che gli compete. 

Il 

Ciascuna delle due parti separate dal segno X comprende 1 

A 



elementi; ma bisogna osservare che gli clementi della prima par- 
te,eccetto l’ultimo a„ , , non sono diversi da quelli della seconda, 
eccetto rultimo o„ ^ ; e perciò, se gli elementi della seconda parte 
si mutano ne’loro conjugati — , — a, ^ , — a^,», l’espres- 

sione del detto termine appartenente ad RS prenderà la forma 



( a,n— » i.ti— ^r.n (^; 
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Questa espressione è un prodotto di n — 2 clementi, nei quali 
la serie dei primi indici è una permutazione dei numeri naturali 
2, 3, 4, . . fl, escluso s , e quella de'secondi una permutazione 
de’medesimi numeri, escluso r; e però un tal prodotto, fatta astra- 
zione dal segno che lo precede,è ancora un termine del determi- 
nante di grado « — 2, a^ ,; ma, se dinotiamo con s il numero to- 
tale delle inversioni nei primi c secondi indici, è poi chiaro che 
il segno che gli conviene in questo determinante è quello defi- 
nito dal simbolo ( — , tenendo presente che 0 ^., è il com- 
plemento algebrico deH’elemcnto a^,,, preso nel determinante A,,,, 
e che perciò (n°81) è affetto dal segno ( — Essendo ora ne- 
cessario di definire il valore di e , esprimente il numero totale 
delle inversioni nelle due permutazioni de’primi e secondi indici 
de’fattori del prodotto (8), che sono 

2, 3, 4, 5, . . . , n — 2, n — 1, n, r, 

3, 2, 3, 4, . . . , n — 1, n — 2, s, n, 

vediamo che la prima coincide con la (7), ed ha quindi n — r — 1 
inversioni; mentre l'altra è ciò che diviene la (6) scambiando ira 
loro il primo e secondo elemento, il terzo ed il quarto, e cosi di 
seguito; cosi oltre alle inversioni che vi fanno col penultimo ele- 
mento s i numeri più grandi , che lo precedono, vale a dire 
s-t-1, s - 1 - 2 , n — l,e che sono n — s — 1 , v’ha pure le inver- 
sioni che il primo fa col secondo, il terzo col quarto, e cosi con- 
tinuando fino aH’antipenultimo n — 2, e che perciò sono — 2. 
Risulta in conseguenza 

t = (n — r— l)-h{H — s— 1)-+- Y — 2; 

ma siccome per la soppressione de’numeri pari è lecito di assu- 
mere e = — — r — z, si ha infine 

n 

e da ciò segue che l’ espressione (8) è per valore e per segno un 
termine comune al prodotto BS , ed al determinante tv,. Queste 

' 13 
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funzioni adunque sono tra toro identicamente uguali; e con ciò 
resta dimostrata la formola (1). 

Ripetendo un analogo procedimento a riguardo de'coeflìcienti 
del secondo membro di questa formola, l’espressione della radice 
del determinante P si troverà sviluppata id una somma di prodotti 
di due clemcnli moltiplicati per le radici di determinanti gobbi 
simmcl!'ici di g'ado n— 4; e cosi continuando si perverrà infine 
alla radice di P, espressa unicamente per mezzo de’suoi elementi. 



' Esempli : 



0,.. • 


•«.,4 


«X,. • 





= (1,2,3, 4) =(a..(3,4)-ha„ (4,2)+a.^ (2,3) ) 

Oh ■+■ 0,j Oh ■+■ 0(4 ®ij) 

«1. ••«.€! = ( 1,2,3, 4,5,6) 

— (3,4,5, 6) +a„(4,5,6,2) 4-0,4 (5, 6,2, 3) 

I ®«s (5, 2,3, 4) 4- 0,4 (2, 3,4,5) i 



fl„ . . 0,4 





a,. 


(«u 


(5,6) 


-HO,, 


(6,4) 4 - 


0.. 


(4,5) 


)\ 


-+- 


o„ 


(«4. 


(6,2) 


4- 0,4 


(2,5) -h’ 




(5,6) 


)/ 




«u 


(a.. 


(2,3) 


4- O4, 


(3,6) 4- 


a„ 


(6,2) 


) 


4- 


0.4 


(«.a 


(3,4) 


4- O 4 , 


(4,2) 4- 


O4, 


(2,3) 


) 


-h 


O.C 


(04, 


(4,5) 


4- «44 


(5.3) 4- 


0.. 


(3,4) 


)/ 


1 O 5 . 


4-0 


„0.,4-0„0 


4S ) 4-fl„ (o,40gg-t-0„0„ 


4-0 



J 4 - 0,4 (ojjOj, -+*0440,4 4-04,0,4) -+“0,4 (0440,44-04,0444-04,04,) 

4 - 0,4 (04,0,44-04,04, -i-fl^o,,) j 

110. Nella ipotesi che il determinante P sia gobbo simmetri- 
co, cercandone la derivata rispetto ad un elemento qualunque 
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Or_, si ha dapprima, esattamente come al n." 98, 

^ 4 I A 

dar,, da,.,, 

ma essendo a,,r = — «r,» derivata che figura nell’ ultimo ter- 
mine equivale a — 1 ; dunque 



dP 



■ Ar,, ~ A,,r • 



^r,$ 

Ora, se P ò di grado dispari, la sua derivata è nulla (n.° 100, 1) 
al pari dello stesso P; c quindi si ha in tal caso Ar,, = A,,r ; ri- 
sultamento già noto (n° 100). Se poi il determinante P è dì grado 
pari si ha — A,,r = Ar,, ; e conseguentemente 

;^=2Ar,. 

Perciò; 

La derivata di un determinante gobbo simmetrico rispetto ad un 
elemento qualunque è nulla, se il determinante è di grado dispari; 
e, se di grado pari, è doppia del complemento algebrico dello stesso 
elemento, 

111. Derivando l’equazione identica 

P=(V/P)* 

rispetto ad un elemento Or,, si ha 

ma se P è gobbo simmetrico di grado pari il primo membro 
equivale a 2Ar,, ; cosi risulta in questa ipotesi 

Intanto essendo per le proprietà generali dei determinauti 

P = ®r.i Ar.t ■+• Or, a Ar,a + •'-!- «r,» Ar,» 

0 =®r.iA,., -H Or,, A,,, -I-* •-!- Or,»A,,» 
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in virtù (Iella relazione precedente queste formole si riducono a 






dV/P. 



da. 



A— f^VP 



dy/p 

da,,. 



d\/P 
da,., ’ 



e si ha il seguente teorema; 

In ogni determinante gobbo simmetrico di grado pari la somma 
de’prodotti degli elementi di qualunque linea per le derivate della ra- 
dice del determinante rispetto agli elementi medesimi, equivale alla 
stessa radice. Ed è poi mdla la somma de’prodotti degli elementi di 
qualunque linea per le derivate della radice del determinante ri- 
spetto ai corrispondenti elementi di un’altra linea dello stesso nome. 

112. Per le applicazioni delle ultime formole supponendo 



V/P=(r,l,2,..,r— l,r+l,..,n)=ar.,(2,3,..,r— l,r+l,..,n)-H.. 

. * • -H a,.., (s+1, s-f-2,.., n, 1,2,.., s— !■)+ (♦. 



risulta 



dP ^ • 

— (^"1” ^ * S“4“2, ..,n,l,2,..,s -—1), .. 



•e questa espressione, in cui mancano r ed s, può farsi servire a 
calcolare i coelHcienti delle dette formole. 



DetoraUaaBtl gobM. 

113. Se un determinante gobbo si decomponga in determinanti 
in cui siano nulli gli elementi principali, com’è prescritto al n“ 72, 
i determinanti che risultano da siffatta decomposizione saranno 
tutti gobbi simmetrici (n° 92). Intanto, lasciando da banda il 
caso generale, ch’è il men frequente nelle applicazioni, osserve- 
remo che il caso meritevole di maggiore attenzione si ha quando 
gli clementi principali del determinante gobbo sono tra loro tutti 
uguali. Dinotando adunque P un determinante di tal natura, sup- 
porremo a, , = a,,=” = a,.„=*; ed allora, se s’indica con P„ 
cièche diviene il determinante P, quando vi si fa a;=0,e con sPo.r 
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la somma di tutt’ i principali minori di grado r di Pg , conforme- 
mente alla trasformazione esposta al n° 72 si avrebbe 

ha:’2Po,^,+a;zPo,^,+Pg ; 

ma siccome tutt’i determinanti che Ggurano nel secondo membro 
sono gobbi simmetrici; ed ogni determinante gobbo simmetrico 
di grado dispari è nullo, così sarà 2 Pg,,= 0 , 2 P„ ,=0 , sPg ,=0 , 
etc.; e quindi risulta, se n è pari , 

P=®*-l-«’*“*2Po..-H»*~*2Po.«H ; 

e se n è dispari , 

P=x"-»-a:*~’2Po,,-l-x"“*2Po,*-l- •• +a:*2Po.»-.H-a:2Po,»-, ; 

e nell’uno e nell’altro caso i determinanti che entrano nei secon- 
di membri saranno quadrati perfetti, perchè gobbi simmetrici di 
grado pari; ma in riguardo alla prima di queste due formule me- 
rita di esser notato che tutt'i termini del secondo membro sono 
composti di quadrati, e sempre positivi, qualunque sia il segno 
di x; e ^a ciò segue, che: 

Un determinante gobbo di grado pari, in cui siano uguali tra 
loro gli elementi principali, può essere sviluppato in una somma di 
quadrati, ed è quindi una quantità essenzialmente positiva. 

Esempio: 

X a b c =x*-h{a'-hb*-t-c'-i-d‘-t-e'-i-p)x*-h{af—be-\-cdy 

— a X d e 

— b — d X f 

Quando gli elementi principali di P sono tutti uguali ad 1, le 
formule precedenti si riducono a 

per n pari , P=l+ 2 Pg_,-i- 2 P„,*-+- . . +2Po.n-«-+-Po 5 

per n dispari , P=l-l-2Po,,-+-2Po,*4- . . -+-jP«,,_,+£Po.«-i • 
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Attualmente i termini de’ secondi membri sono formati di som- 
me di quadrati; e si ha perciò l’altro teorema: 

Vn determinante gobbo di qualunque grado, che aldtia tutti gli 
elementi principali uguali ad 4, può svilupparsi in una somma di 
quadrati, ed è quindi una quantità positiva. 



Esempio: 



1 a 



b 



= 1 -t- o* -H ò* -H c* . 



— o 1 c 

— b — c 1 



S XI. 



MATRICI E DETERMINANTI A DUE SCALE. 



114. Quando alcuni de’primi o ultimi elementi di una linea di 
una matrice sono nulli per ipotesi, chiameremo elemento iniziale 
ed elemento finale della linea il primo od ultimo di quelli che 
hanno valore effettivo. 

Ciò premesso, se in una matrice vi siano r successive orizzon- 
tali cosi disposte che i loro elementi iniziali cadano in successi- 
ve verticali, diremo ch’esse formano un sistema a scala, la quale 
sarà diretta, se il numero degli elementi nulli, che precedono gli 
clementi iniziali, cresce da una orizzontale all’altra; ed inversa 
nel caso opposto. Se di più gli elementi effettivi di ciascuna oriz- 
zontale sieno i termini di una stessa serie, diremo ch’esse for- 
mano una scala di grado r, diretta o inversa; e la serie si chia- 
merà serie generatrice della scala. Cosi in ciascuna delle matrici 



^0 * * 


9 


0 0 0 tto a, . • 


0 • • 




0 0 Oo a, a, . . 


0 0 Oq a, a. . . 




0 ^0 Q/g » • 


0 0 0 Oq a, . . 




G© Gj Gj G, Gf. • . 



si ha una scala di grado r relativa alla serie a„, a^, a^, etc., 
diretta nella prima matrice, ed inversa nella seconda. 
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Se i termini della serie generatrice sono, come in questi 
esempli, figurati da una lettera variata con indici crescenti in 
ordine naturale, per indicare o la serie, o una scala, di grado r, 
useremo il simbolo (Oq), cioè chiuderemo tra parentesi il primo 
termine della serie; e, se occorra di tenere in vista il grado della 
scala, scriveremo (aj,. . 

È importante ad osservarsi che nella notazione degli esempi! 
medesimi gl’indici io ogni verticale procedono anch’essi in ordine 
naturale, decrescente da sopra in sotto nella scala diretta, cre- 
scente nella inversa. 

Una scala è completa se l’elemento iniziale della prima o ultima 
orizzontale appartenga alla prima verticale della matrice. In al- 
tro caso la scala è incompleta; ma, a meno che non si avverta il 
contrario, intenderemo sempre che si tratti di scale complete. 

È chiaro che nella scala di grado r l’ elemento iniziale del- 
l’ultima orizzontale, se la scala è diretta, e della prima, se è in- 
versa, appartiene alla r”“ verticale della matrice, ed è preceduto 
da r — 1 elementi nulli. Quindi in una matrice che contenga solo 
una scala di grado r, formata con una serie generatrice di k ter- 
mini, le verticali saranno al numero di k-i-r — 1. 

116. Più specialmente avremo qui a considerare matrici a due 
scale costruite come segue. Siano le due serie 

, Og , Ug+x , * • • » 

è<, , è, » è, 

dove, supposto che m non sia minore di n, si è messo 

e =m— n; 

cosi, mentre t esprime la differenza tra i numeri de' termini delle 
due serie, nella prima da a, ad a„ si contano tanti termini, quanti 
sono quelli della seconda. Posto ciò formeremo una matrice a due 
scale (a,) e'(ò,), l’una superiore e diretta, di grado qualunque r, 
l’altra inferiore ed inversa di grado s, ma a patto che gli elementi 
dell’ultima orizzontale della scala superiore, a contare da Og fino 
all’ultimo a „ , siano verticalmente allineati con tutti gli elementi 
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della prima orizzontale della scala inferiore, A contare dall’ini- 
ziale bg fino airultimo b„, di guisa che cadrà immediatamente 
al di sotto di a,. Per questa condizione il grado s della scala in- 
feriore non è più arbitrario; ed è evidente che questa scala è for- 
mata da tante orizzontali, quanti sono gli elementi deU’ultima lì- 
nea della scala superiore, dall’iniziale fino ad , più il numero 
degli elementi nulli, che precedono l’ iniziale; e siccome i primi 
sono ( -hi , e gli altri r — 1 , sarà 

« = («-+- 1 )-h (r — l)=r-he=r-Hm — n (1) 
ed intanto per la descritta matrice avremo il seguente tipo 



«0 


a. 




®r— 1 ®r— I 


«r 


■ a.-. 


f 

IO 


a.-. 


a. 




^r+i—t 






0 


«0 




^r— » 


«r-. 


. 


a.-. 


a»-» 












0 


0 




a» o. 


a. 


• I 


a* 


ac+i 






a«+-. 






0 


0 




0 a» 


a. 


• » 




a. 


aj+i 




a. 






0 


0 




0 0 


0 


. 0 


0 


b„ 


br 




br 






0 


0 




0 0 


0 


. 0 


b„ 


br 


b. 




br+r 






0 


0 




p 0 


0 


• bg 


a. 


b. 


br 




br+9 






0 


K 




br—t br—t 


br-^ 


• b._. 


b.-. 


V. 


b.-r 




br+$—t 






bo 


b. 




br—t ^r— I 


br 


. b^. 


b^ 


b.-r 


b. 




br+i—r 







Intorno a questa matrice faremo le seguenti osservazioni. 

I. Finché sia « > 0, o, ch’è lo stesso, mt> n, il grado della 
scala supcriore sarà minore del grado della inferiore; e gli sarà 
uguale se e = o, cioè se »i = n. 

II. Quando la matrice è estesa in sulla dritta fin dove lo com- 
portano le due serie generatrici, gli elementi finali delle orizzon- 
tali di ciascuna scala saranno anch’essi disposti a scala, formando 
una linea obliqua parallela a quella degl’iniziali; ma in partico- 
lare è da notarsi che l’ultimo elemento a„ dell'ultima orizzontale 
della scala superiore, e l’ultimo della prima orizzontale della 
inferiore staranno entrambi ncH’ultima verticale della matrice. 
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III. Il numero totale delle verticali di questa matrice è u- 
guale a quello delle verticali della matrice, che si formerebbe o 
solo con la scala superiore, o solo con la inferiore; e sarà quindi 
espresso o da nt + r, o da n -f- «; e di fatti dalla relazione (1) 
risulta I» -i- r = n -h s. 

116. Nella matrice a due scale chiamiamo associate due oriz- 
zontali equidistanti dalle estreme; laonde sarà la prima associata 
aH’ultima, la seconda alla penultima; e cosi di seguito. Dunque, 
se le dUe scale sono di gradi uguali, ad ogni orizzontale dell’una 
corrisponde un’associata neiraltra;ma se i gradi dififeriscono di t, 
per ciascuna delle prime e orizzontali della scala inferiore non 
vi sarà la corrispondente associata nell’ altra scala. È chiaro che 
in due orizzontali associate della matrice a due scale {a„) e {b^) gli 
elementi iniziali a^ e si trovano in una stessa verticale, al 
pari di due altri elementi qualunque affetti dai medesimi indici. 

117. Considerando la serie delle matrici a due scale (aj e {b„) 
nelle quali i gradi delle scale superiori siano i numeri naturali 
l,2,3,etc., vedremo da (l),che i gradi delie inferiori sono espres- 
si da l-f-(,2-f-(,3-t-(, etc. Ora noi distingueremo queste 
matrici per ordini, e l’ordine di una matrice sarà il grado della 
scala superiore; quindi, se questo grado è 1, la matrice è dell." 
ordine; se 2, del 2.® ordine, etc. 

118. Data qualunque matrice di p orizzontali e q verticali, e 
supposto q > p,combinando le prime p — 1 verticali con ciascuna 
delle altre, ne risulta una serie di q — p -hi determinanti, che 
chiamiamo sistema dei successivi determinanti della matrice, distin- 
guendo con l’epiteto di principale il primo di essi, il quale è for- 
mato dalle prime p verticali, e da cui ciascuno degli altri diffe- 
risce soltanto neU’ultima verticale. Cosi per esempio la matrice 
di tre orizzontali e cinque verticali 

a b c d e 
a' h' c' d' e’ 
o" b" c" d" d’ 

dà luogo al sistema de’ tre successivi determinanti 

14 
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ale 


* 


a b d 


» 


a b e 


a' b' c' 




a' b' d' 




a’ b' e' 


a" h" c" 




a" b” d" 




a" b" e” 



il primo de’ quali ò il determinante principale; mentre il secondo 
ed il terzo sono ciò che diviene il principale cambiandovi succes- 
sivamente l’ultima sua verticale nella quarta e nella quinta verti- 
cale della data matrice. 

Si comprende che , se p > q , la matrice non può dar luogo a 
determinanti; e, se p = q, la matrice è quadrata, e darà luogo ad 
un solo determinante. 

119. Sia Nr il numero de’successivi determinanti della matrice 
a due scale (Uo) e {h^) di gradi r ed s ; ed essendo in questo caso 
p z= r + s , q = n-[-s (n® 1 15, III.), sarà 

Nr=n — rH- 1 . 

Segue da questa formula che i successivi determinanti delle ma- 
trici degli ordini 1®, 2®, 3®, . . , (n — 1)™®, n"*® sono viceversa in 
numero di n, n — 1, n — 2. . . , 2, 1 ; cosi la matrioe in cui la 
scala supcriore è di grado n, è quella dell’ordine il più elevato,e la 
sua scala inferiore sarà di grado m. Nella matrice dell'ordine n -f- 1 
il numero delle orizzontali supera di uno quello delle verticali; e 
quindi non vi è più luogo a determinanti. 

Nel sistema de’ successivi determinanti di una matrice a due 
scale (aj e (b„) il principale si distingue dagli altri in ciò che in 
quello gl'indici procedono in ogni orizzontale neH’ordlne naturale 
lino aH'ultimo;mentre negli altri la continuità degl’indici è inter- 
rotta dalia penultima all’ultima verticalc.È chiaro intanto che, se 
grindici di tutti gli elementi dell’ultima verticale del principale 
determinante si aumentano di 1, si ha il secondo determinante 
del sistema; se di 2, si ha il terzo; ctc. ; ed in generale aumen- 
, tandoii dip unità, si avrà il (p -i- 1)™® determinante della ma- 
trice. 

È utile di notare che ncU’ultima verticale del principale deter- 
minante il primo ed ultimo elemento hanno per indice il nume- 
ro r -h s — 1; ond’è che il tipo della sua matrice si ha in quella 
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del II” 115, limitata alla verticale che si è messa in veduta in ul- 
timo luogo. E gioverà pure di tener presente che i due elementi 
dt quest’ ultima verticale appartenenti rispettivamente all’ ultima 
orizzontale della scala superiore ed alla prima della inferiore, vale 
a dire i due elementi a, e 6^ > sono quelli i di cui indici esprimono 
inversamente il grado della scala inferiore, ed il grado della su- 
pcriore. 

120. Per indicare in modo conciso la matrice a due scale (aj 
e {bg) di gradi r ed s si offre spontanea la notazione 

(«Jr I 

(ào), I 

che faremo ancora servire a rappresentare qualunque de’ suoi suc- 
cessivi determinanti, applicandole esternamente un indice uguale 
al numero di ordine del determinante che si considera, diminuito 
però di uno; di modo che il principale determinante avrà l’indi- 
ce 0, il secondo l'indice 1, il terzo il 2, etc.; e perciò gli n — r-f-1 
determinanti della matrice saranno ordinatamente dinotati da 



(«o)r 


♦ 


K)r 


9 


(^o)r 


9 • * 9 


(«o)r 




0 


(Po). 


1 


(K). 


2 


(K). 



Ma spesso indicheremo la matrice conana semplice lettera, cui 
talvolta daremo per indice il suo numero di ordine, vale a dire il 
grado della scala superiore; ed allora per indicare uno qualunque 
de'successivi determinanti aggiungeremo al detto simbolo, come 
secondo indice, il numero di ordine dei determinante, sempre di- 
minuito di uno. Così se la matrice s’indica conM,. , i suoi succes- 
sivi determinanti saranno rappresentati da M^,,, , Mr,t > , etc. 

' In generale se M ed N dinotino due distinte matrici, che ab- 
biano uno stesso numero di successivi determinanti, ed avvenga 
che quelli della prima siano, uno ad uno, ordinatamente uguali a 
quelli dell’altra, scriveremo 

M= N: 

uguaglianza complessiva, che si risolve in tante uguaglianze, 
quanti sono i successivi determinanti di una delle matrici. 
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121. Intorno ai successivi determinanti di qualunque matrice 
notiamo ciò che segue: 

I. Se ad una orizzontale se ne aggiungano, o tolgano delle 
altre, i determinanti della matrice non mutano di valore; e se una 

0 più orizzontali si moltiplichino per quantità arbitrarie, i suc- 
cessivi determinanti saranno tutti moltiplicati pel prodotto delle 
stesse quantità. 

II. Se le prime r orizzontali formano un sistema a scala di- 
retta, e siano nulli tutti gli altri elementi delle prime r verticali, 

1 successivi determinanti saranno divisibili pel prodotto degli 
elementi iniziali delle prime r orizzontali; ed i quozienti saranno 
ì successivi determinanti della matrice che si forma dalla data 
sopprimendone le prime r orizzontali, e le prime r verticali (n“42). 

III. Viceversa, se ad una matrice si aggiungano r prime 
orizzontali, ed r prime verticali, a patto che quelle formino un 
sistema a scala diretta, ed in queste siano nulli tutti gli altri ele- 
menti, i successivi determinanti della nuova matrice saranno 
uguali a quelli della prima, moltiplicati pel prodotto degli ele- 
menti iniziali delle r orizzontali che si sono aggiunte. 

122. Stabilite queste nozioni esporremo una speciale trasfor- 
mazione di cui sono suscettibili le matrici a due scale, o meglio 
i loro successivi determinanti. Intanto in ciò che segue useremo 
il simbolo (ajb,) per esprimere la differenza de’ due monomii ajb„ 
b^a , , i quali si mutano l'uno nell’altro cambiando a in ò , e vice- 
versa; talché sarà 

{dfb,) Ofb, bf-Of. 

Risulta da questa convenzione : 

I. Che r espressione (ajb,) è nulla, se r=s. 

II. Che le due espressioni (ajb,) ed (ajbr) sono tra loro uguali 
e di segni contrarii. 

III. £ che, supposto r<s , è nulla un’espressione della forma 



dove r indice di a cresce in ordine naturale da r ad «, mentre 
quello di b decresce da s ad r. In fatti i termini equidistanti 
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dagli estremi sonò uguali a due a due, e perciò si distruggono. 

Ciò premesso per rendere evidentissima la trasformazione, di 
cui trattasi, distingueremo due casi, secondochè i gradi delle due 
scale sono uguali, o disuguali. 

Caso C. 

TrasformozIoDe delle matrici a dne scale di gradi ngnaii. 

123. Supposto che le serie generatrici delle due scale siano 

dg , A, , dg , . . , d„ , (®o) 

^0 » > • • » , (Òg) 

per la matrice dell’ordine r*"®, che dinotiamo con , avremo il 
seguente tipo 

p • ®r— a ®r-i 1 ®r+j • ®r+{— , • p • 0 0 



0 . dg , d^ dp_, Oj, dp^, . .a, .00 



0.0 . Og d. d. d, . d,^, . d,_p^. . d„ 0 

® ® -0 dg a, a, .a, . d^, . d„_, d, 

■i 

® ® ® ò, ò. . Ò, . 6„ 

0-0 . 6„ 6, ò. ò. . , 6^ 0 



® • òp_g òp_j bp bp^^ . .0^ .0 0 



Òg . bp_^ . I òj. bf+^ . Òr+}+, . Òr+t-p • 0 0 

In questo tipo, oltre alle prime ed ultime orizzontali di ciascuna 
scala, si è pur messa in veduta la p"“* orizzontale della scala in- 
feriore, e 1 associata nella superiore (n®116); e, per le ragioni che 
or ora vedremo, le prime r verticali sono state separate dalle ri- 
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manenti con un tratto rettilineo. Ora noi sommettercmo questa 
matrice alla seguente trasformazione: 

» Rimanendo inalterata la scala superiore, moltiplicheremo 
» tutte le orizzontali della inferiore per a„ ; indi a ciascuna ag- 
» giungeremo tutte le altre che la precedono in questa scala or- 
» dinatamente moltiplicate per a, , a, , a, , etc: , e dalla somma 
» toglieremo le loro associate nella scala superiore, ordinatamen- 
» te moltiplicate per b^,b,, etc. 

S’indichi con D' la nuova matrice; e siccome la medesima è, al 
pari della primitiva D,. , costituita con 2 r orizzontali ed n-\-r ver- 
ticali (n® 115 , 111 ), sopprimendone le prime r orizzontali e le pri- 
me r verticali, otterremo un’altra matrice di r orizzontali ed n 
verticali, che dinoteremo con A,., e che sarà distinta col nome di 
ridotta della matrice a due scale Dr ; ed intanto andremo a dimo- 
strare che: I successivi determimnli di sono ordinatamente uguali 
ai successivi determinanti della ridotta A,. . 

In fatti segue dalla legge di trasformazione che i successivi de- 
terminanti di D' sono uguali a quelli di , moltiplicati per al 
(n® 121, 1.); e però si ha l’uguaglianza complessiva (n® 120) 

D'=<D,. (1) 

Inoltre è chiaro che gli elementi nulli, i quali precedono gli ele- 
menti iniziali in tutte le orizzontali della scala inferiore di , si 
riproducono ancora come nulli in D', In fine, se dinotiamo con 
un simbolo c l’elemento di D', trasformato di un elemento qua- 
lunque b, della p"® orizzontale della scala inferiore di D,. , si avrà 

c=aJ),-\-aJ),_^-{- • • (60®»-+^!®»-!+ •• 

o più brevemente (n® 122) 

c=(®o^)+(®i^»-j)+ • • -)-(®p_,6,_p,.,) . (2) 

In questa formula l’indice di a cresce da zero ap — 1 , e quello 
di b decresce da s ad s — p-h 1 ; ma bisogna osservare che, se 
l’elemento b, , che per ipotesi appartiene allap*"® orizzontale della 
scala inferiore di Dr , si trovi ancora di appartenere ad una delle 
prime r verticali, allora Tindicc di b decrescerà necessariamente 
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fino a zero, perchè ciascuna di queste yerlicali contiene felemén- 
to iniziale 6, ; e però in tal caso si ha (n° 122, 111) 

c=(Oo^,)-t-(a,ò^,)+ • • 

Segue da ciò che nella matrice D' sono nulli tutti gli clementi 
delle prime r verticali appartenenti alle ultime r òrìzzontali; e 
quindi i suoi successivi determinanti, divisi per , saranno uguali 
a quelli dcH’altra matrice che si forma da essa sopprimendone le 
prime r orizzontali e le prime r verticali (n® 121, li); vale a dire 
saranno uguali a quelli della ridotta ed in conseguenza si ha 
l'eguaglianza complessiva 

D'=<a,, 

donde in virtù della (1) si ha l'altra 

Dr=Ar; 

e ciò dimostra, come si è annunciato, che i successivi determi- 
nanti della matrice a due scale equivalgono a quelli della ri- 
dotta Ar . 

124. 1 determinanti della matrice primitiva trovansi in siffatta 
guisa trasformati in determinanti di grado metà;e ciò è bene im- 
portante pel calcolo numerico; ma ora aggiungiamo che la stessa 
ridotta a^ può essere costruita con un metodo molto più rapido 
e semplice di quello che risulta dalla legge di trasformazione. 
Supponendo che questa ridotta sia 



c.,, 


C... 




^t.q • 


C..n 




C.,. 








• 


• 


• • 


• • 


• 






^p,t • 




^p,n 


• 


• 


• • 


• 


• 




Cr,. 




^r,q • 


*r.n 



osserveremo che il suo elemento è il trasformato d^uell'ele- 
mento della matrice Dr , che appartiene allap*"® orl4p>fnale delia 
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scala inferiore, ed alla {r+q)'”“ verticale, e quindi deU'elemento 
Cosi, per avere l'espressione di ,, , basterà mutare nel- 
la (2) l’indice s in p + 9 — 1 ; ed in tal modo si ha la formola 

j)"t" • • * 

la quale porge tutti gli elementi di A,. , dando a p e 9 tutti i valori 
1 , 2 , 3 , . . , n. In questa espressione di è costante per ogni 
termine la somma degl'indici di a e 6, ^ uguale ap + 9 — 1, 
cioè uguale alla somma de due indici di c diminuita di uno; inoltre 
l’indice di a vi cresce da zero a p — 1 , mentre quello di b decre- 
sce da p -4- 9 — 1 fino a 9. Laonde essa costa in generale di p ter- 
mini; ma questo numero'è minore nei seguenti casi: 

I. Se p -h 9 — 1 >• n la formola perde tutti i primi termi- 
ni in cui l'indice di 6 è maggiore di n, e comincerà dal termine 
con 6„. 

IL Se p >> 9 la formola perde tutti gli ultimi termini, a co- 
minciare da (o, 6p_,), poiché si ha (n“ 122 , III) 

t)*l“ ’ * ^9) ~~ fi 

In questa ipotesi adunque la formola può finire col termine (a,_, 6^); 
e da ciò poi segue che in ogni caso è lecito di arrestarla al ter- 
mine in cui l'indice di à è il più grande degl’indici di Cp,, ; con 
che si evitano riduzioni. 

DaH’ultima osservazione deriva intanto il fatto degno di nota, 
che l’espressione di c^ g non cambia di valore mutandovi p in q, 
e viceversa; talché si ha sempre 

Cosi gli elementi della matrice ridotta sono subordinati al prin- 
cipio di simmetria; e ne risulta in particolare che il suo princi- 
pale determinante a^.o è un determinante simmetrico. 

125 . Ponendo mente alla natura della matrice primitiva D^, si 
riconosce immediatamente che, se dalla ridotta a^ si sopprimesse 
l’ultima orizzontale, si avrebbe la matrice A,._, , ridotta di D,._, , 
cioè della matrice a due scale dell'ordine r — 1 ; sopprimendone 
invece le due ultime orizzontali, si otterrebbe la matrice Ar_, , 



Digilized by Google 




105 



ridotta di ; e cosi di seguito. Da ciò poi segue che, per avere 
il completo sistema delle ridotte delle matrici a due scale di tutti 
gli ordini dal 1.® all’ordine n*"", basta costruire la ridotta della 
matrice a due scale dell’ ordine n”*® , eh’ è il più elevato ; vale a 
dire la matrice , ridotta della matrice quadrata D„ , e però " 
quadrata anch’essa; che allora le ridotte a, , a, , A, , etc. delle ma- 
trici a due scale D, , D,, D, , etc: si avranno rispettivamente nelle 
matrici formate o con la prima orizzontale di a„ , o con le due 
prime^ o con le tre prime, etc. 

126. Intanto, essendo a„ una matrice quadrata,essù per l’osser- 
vazione fatta nella fine del n° 124 è una matrice siinmetrica , e 
quindi la sua costruzione può ridursi a quella del seguente siste- 
ma triangolare a scala 







^i,p+i 




c«.» 






^a,p+i • 


^a,n— I 

• 


Ca.» 








^p—j,n-i 






^p.p 


^p,p+t 




*'p.n 






^p+i,p+t • 


^p+i.n—x 


^p+x,n 



j.»— I 1,«.| 

«».» I 

il quale è tutta quella parte della matrice quadrata, la quale si 
arresta alla principale diagonale. Ora la stessa costruzione di que- 
sto sistema può essere grandemente agevolata nel modo che an- 
diamo a dichiarare. 

È da notarsi che de’ due indici che figurano nel simbolo di qua- 
lunque elemento del detto sistema il primo non è mai maggiore 
del secondo. Ora supposto g > p si ha (n® 124, II.) 

ma siccome il secondo membro, senza tener conto dell’ ultimo 

15 
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termine' esprime l'elemento e^, , così essendo in tal guisa 

risulta 

, g+x "t“ (^p—i ) • 

Questa formula , ponendovi successivamente q = p , p -f- 1 , 
p + 2, . . , n, porge le espressioni di tutti gli elementi della p*"“ 
orizzontale del sistema triangolare , pe’ quali adunque si ha 

^p,p ^p—x,p+x {^p—l^p ) 

^p,p-t-i ^p—x.p+a i^p—i^p+i) 

^p.p-ht — - »,p+3 (®p— i^p+«) 

^p,ix—x ^p—t,n “t" i^p—i^tx—i) 

Cp,n 0 ”t“ (®p— i^» ) • 

Si osservi attualmente che la serie de’ primi termini dei secondi 
membri non è altra cosa che la serie de’ successivi elementi del- 
la (p — l)*"® orizzontale del sistema triangolare , a cominciare 
però dal terzo; e di più che la serie degli ultimi termini è quella 
de’ successivi determinanti della matrice hilincarc 

V 

• ^p—x ^p+i • ^n—x 
^x • ^p—x ^p ^p+x • ^11— I 

formata con le serie generatrici delle due scale (aj e (6J, a con- 
tare però dalla p™“ verticale; e da ciò risulta che: I successivi ele- 
menti della p*"“ orizzontale del sistema triangolare sono ugttali a 
quelli della (p — 1)™® orizzontale, a cominciar dal terzo, rispettiva- 
mente accresciuti dei successivi determinanti della matrice bilineare 
che si forma con le serie generatrici delle due scale, a coniare dalla 
sua p™® verticale. 

Quindi è manifesto che le orizzontali del sistema triangolare si 
deducono di una maniera facilissima l’una dall’altra, osservando 
a tale uopo che gli elementi della prima orizzontale di questo 
sistema sono soltanto i successivi determinanti della matrice 
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bilineare,a contare dalla prima verticale; ed intanto la costruzio- 
ne della ridotta generale a,, resa indipendente da formole, va ef- 
fettuata con un procedimento semplice e rapidissimo. 

Supponendo per un esempio che le serie generatrici delle due 
scale siano quelle con le quali è costituita la matrice bilincare 

a b c d 
t u V X 

formeremo dapprima il corrispondente sistema triangolare 

au — bt av — et ax — dt 

ax — di J bx — du 
- 4 - bv — cu 1 

ex — dv 

e quindi la matrice quadrata e simmetrica di 3° grado 

CM — bt av — et ax — dt 

av — et ax — dt \ bx — du 

-t- bv — CU) 

ax — dt bx — du ex — dv 

Questa matrice adunque è la ridotta dalla matrice a due scale 
del 3® ordine 

a b c d 0 0 ; 

0 a ft c d 0 
0 0 o 6 c d 
0 0 ( u V X 

0 t u V X 0 

1 u V X 0 0 

cd il determinante della prima è uguale a quello della seconda. 
Sopprimendo poi dalla ridotta generale l'ultima orizzontale si ha 
l’altra matrice 

aw— 6< av — et ax — dt , 

av — et ax — di ) bx — du 

-f- bv — cuj 
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come ridotta della matrice a due scale del secondo ordine 

a b c d 0 ; 

0 a b c d 

0 t u V X 

t u V X 0 

ed i due successivi determinanti di quella saranno ordinatamente 
uguali a'due successivi determinanti di questa. In fine,soppri> 
mendo dalla ridotta generale le due ultime orizzontali, si ha la 
matrice di una sola orizzontale 

I au — bt av — et ax — di | , 

come ridotta della matrice a due scale del primo ordine 

a b c d , 

t u V X 

la quale non è che la stessa matrice bilineare. Ora è chiaro che 
i successivi determinanti della prima non sono altra cosa, che i 
suoi successivi elementi; e questi equivalgono in fatti ai succes- 
sivi determinanti dell’altra. 

Caso 2° 

TrasformasloBe delle matrici a dao scale di gradi dlsagaall 

127. Questo secondo caso può subito ridursi al primo. Dinotata 
tuttavia con Dr una matrice a due scale di gradi r ed r -t- e , rela- 
tive alle serie generatrici 

> ®I « • • » » ®l» (®o) 

» • • » (^e) 

comincererao per rendere uguali i gradi delle due scale , ag- 
giungendo e orizzontali alla scala superiore; e però indicando 
con DV+e la nuova matrice, avremo (n® 121 , 111 ) l’uguaglianza com- 
plessiva 

= ( 1 ) 

Bisogna però osservare che attualmente la scala inferiore (6,) della 
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nuova matrice è incompleta (n®114), 'ma se la serie (6j) si riguar- 
di caso particolare della serie 

^0 * ^1 > • • » ^£— j > * • • » (^o) 

la quale riducesi a quella supponendo b„=b,= • • =ft,_,=0, allora 
la novella matrice Dj.+j potrà essere considerata come una matrice 
a due scale di gradi uguali e complete relative alle due serie (a„) 
e (bg), e quindi sommettersi alla trasformazione del n.° 123, salvo 
ad annullarsi a calcolo finito le 6^ , 6, , . . , . Chiamando adun- 

que la ridotta di r-)-» orizzontali, che si ottiene in questa 
ipotesi, si avrà l’uguaglianza complessiva 

Dr+r— ^r+» » 

} 

dalla quale in virtù della (1) risulta l’altra uguaglianza della stes- 
sa natura 

= (2) 

^0 

e quindi deriva che nel caso presenter/swccessitn determinarci della 
matrice sono ordinatamente uguali a quelli della ridotta Af+, , 
divisi per aj , 

Fatta per tanto astrazione da questo divisore, è manifesto che 
non evvi alcun’ altro divario tra il primo ed il secondo caso; c qui 
pure nella matrice , o ridotta di quella a due scalo D„ 
dell’ ordine il più elevato , si ha una ridotta generale, quadrata e 
simmetrica, la quale si costruisce esattamente con lo stesso pro- 
cedimento del n“ 126 applicato alla matrice bilineare 

0 0 . . 0 b, à,+, . . b„ 

intorno a che giova di riflettere che il procedimento, di cui si 
tratta, è affatto indipendente da’ valori particolari dei termini 
delle serie generatrici delle due scale. 

È chiaro inoltre che, sopprimendo dalla ridotta generale l’ulti- 
ma orizzontale , si ha la matrice ridotta di D„_,; soppri- 

mendone le due ultime si avrebbe la matrice a,»+,_,, ridotta di 
» etc. ; ma quindi ò palese che , nel caso presente, le ri- 
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ciotte delle matrici a due scalo D, , D„ etc. sono le matrici , 
®tc., costituite rispettivamente o con le prime e - 4 - 1 oriz- 
zontali della ridotta generale, o con le prime »-l-2 , etc. 

128. Segue dalla (2) che i successivi determinanti della ridot- 
ta sono esattamente divisibili per aj. Ora è agevol cosa a ri- 
conoscere che, volendo effettuare questa divisione, basta cambiare 
nella ridotta il sistema delle prime i orizzontali in una scala in- 
versa {b,) di grado <. E di fatti, se la trasformazione del n.° 123, 
anziché estenderla a tutte le r - 4 - < orizzontali della scala inferiore 
della matrice DV+j , si limita alle sole ultime r orizzontali, rima- 
nendo immutate le prime > orizzontali di questa scala, e quindi 
si dinoti con aV+, la ridotta che si ottiene sopprimendo dalla tra- 
sformata le prime < orizzontali, c le prime < verticali, è chiaro 
che allora, invece della (2),si perviene all’uguaglianza complessiva 



esprimente che i successivi determinanti della matrice a due 
scale Dr sono precisamente uguali ai successivi determinanti della 
nuova ridotta ; la quale d’altronde è ciò che diviene la prima 
ridotta mutandovi solo le sue prime > orizzontali in una scala 
inversa (&,) . Adunque con questa semplicissima modiffea i suc- 
cessivi determinanti della matrice A^^, restano sgombrati del fat- 
tore a' , il che non solo è importante pel calcolo numerico , ma 
costituisce un fatto di molto interesse per le applicazioni. 

129. Per concretare con un esempio tutto ciò che si rapporta al 
secondo caso cercheremo lo ridotte delle matrici a due scale rela- 
tive alle due serie 

(t, b, c, d, c, f , 
i. u,v , 

per le quali si ha m=:5, n=2, c = 3. Formata adunque la ma- 
trice bilineare 

. a b c d e f , 

0 0 0 t u V 
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e quindi , col metodo del n° 126 , il sistema triangolare 

0 0 a( au av 

at au-\-bl av-\-bu bv 

av-hbu+cl 6v+cu cv 

cv-\-du — et dv — ft 

ev — fu 

col principio di simmetria otterremo la ridotta generale c qua- 
drata 

0 0 at au av 

0 at au+bt av-hbu bv 

at au-hbl av-ì-bu-tct bv-hcu cv 

au av-i-bu bv-ì-cu cv-i-du — et dv — ft 

av bv cv dv — ft ev — fu 

cd il determinante di questa matrice, diviso per a% sarà uguale 
a quello della matrice quadrata a due scale dell’ ordine il più 
elevato relative alle date serie generatrici, vale a dire al deter- 
minante della matrice di 2° ordine 

a b c d e f . 

0 a b c d e f 

0 0 0 0 < « V 

0 0 0 < M 0 0 

0 0 < M V 0 0 

0 < M V 0 0 0 

t M » 0 0 0 0 

Sopprimendo ora dalla (6) l’ ultima orizzontale si ottiene la 
matrice 

0 0 a< au av 

0 at au-hbt av+bu bv 

at au-hbt bv-\-cu bv-\-cu cv 

au av+bu av-t-bu-]-ct cv-i-du-het dv — ft 
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come ridotta della matrice a due scale del prim’ ordine 



a h c d e f 
0 0 0 t u V 
0 0 ( u V 0 
0 < u V 0 0 
t M c 0 0 0 



( 9 ) 



ed i due successivi determinanti della (8), divisi sempre per a’ , 
saranno uguali ai due corrispondenti determinanti della (9). 

Volendo poi sopprimere da’ determinanti delle ridotte il divi- 
sore o’ basterà cangiare nella (6) le tre prime orizzontali in una 
scala inversa di 3® grado, relativa alla seconda delle serie date ; 
ed in tal guisa si ha la ridotta quadrata molto più semplice 



Oi 

»1.:' JL 



0 

t 

u 



t 

u 

0 



u 

V 

0 



V 

0 

0 



au at)-l-àu bv+cu cv+du—et dv — ft 
avbv cv dv — ft ev — fu. 



: If n?5 

A,h),^ì 



' il di cui determinante equivale a quello della (7) ; e sopprimen- 



done l’ultima orizzontale si avrà la matrice 



r>Hf rii 



0 

t 

u 



t 

u 

V 



u 

V 

0 



V 

0 

0 



a« av+bu 6v-)-cm cr-t-dw — et dv — ft 



i due successivi determinanti della quale equivalgono rispetti- 
vamente a’ due successivi determinanti della (9). 
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PARTE SECONDA 



APPLICAZIONI DEI DETERMINANTI 



§. I. 

RISOLUZIONE DI CN SISTEMA DI EQUAZIONI LINEARI. 

1. Supponendo che tra n incognite x^, x^, . . , si abbia il 
sistema di n equazioni lineari 

a.,. ha,,„ a;»==M. 

«a.i «i+a*,. ®n=«a 



se si forma un determinante con i coefficienti delle incognite in 
tutte le equazioni, si ha quello che chiamasi determinante delle 
equazioni, ovvero del sistema lineare. E se gli elementi di una 
stessa verticale, che sono coelffcienti di una stessa incognita in 
tutte le equazioni, si mutano ne’ rispettivi termini noti, si ha un 
altro determinante, che chiamiamo determinante della incognita 
corrispondente. Laonde dinotato con A il determinante del siste- 
ma (1), e con N, quello della incognita Xf , si avrà 

®»,i • • ®i.r— I ®«,r • • ®i,n 

®£,i 1 ®*,r+i • • ®»,n 



®n.a • • ®n,r— I ®»,r ®n,r+i • • ®n.» 

®i,i ®i,a • • ®i,r— i ®i,r+i • • ®i.n 

®«,i ®£.» • • ®«,r— » ®»,r+i • • ®a,n 

®n,i ®»,« • • ®n,r— I. ®n,r+x • • ®»,» 

2. La nozione di questi determinanti conduce immediatamente 

- 16 
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alla risoluzione delle equazioni. In fatti, se si trasforma la 
verticale di A , moltiplicandola primamente per , ed indi ag- 
giungendole tutte le altre moltiplicate per le rispettive incognite, 
cioè la prima per x^, la seconda pera;,, etc: il nuovo determinante 
sarà equivalente al prodotto Ax,.; ma d’altra parte, siccome gli 
elementi della r”*" verticale son divenuti uguali ai primi membri 
delle (1), è manifesto che il nuovo determinante non è altra cosa 
che il determinante Nr ; e quindi risulta 

ax,=N,. (4) 

Questa equazione, in cui si trova la sola incognita x ^ , dimostra 
che: Il valore di una incognita qualunque è espresso da una fra- 
zione che ha per numeratore il suo determinante, e per denomina- 
tore il determinante delle equazioni. Cosi quest'ultimo determinan- 
te è denominatore comune alle espressioni di tutte le incognite. 



per le quali adunque si ha 

ax,=N, , ax,==N, , ax,=N, , . . , ax»=N„ . (5) 

Supponendo per esempio due equazioni 
ax +by =c , 

■* » 

a'x-hb'y=e' , 

si ha 



a b 


x= 


c b 


> 


a b 


y= 


a e 


a' b' 




c' b' 




a' b' 




a' c' 



E per tre equazioni 



posto 



ax -i-by -hcz=d , 
a' X -h b'y -f- c'z = d' , 
a"x 4- b"y -f- c"z = d" , 



a' b' c' 
a" b" c" 
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si avrà 



d b c 


, Ay = 


a d c 


, AZ = 


a b d 


d' b' e' 




a' d' c' 




a' b' d' 


d" V 




a" d" c" 




a" ìf d" 



3. Bisogna avvertire che i termini noti delle date equazioni, 
messi nel determinante della incognita, comportano i proprii se- 
gni,se si trovano nei secondi membri, come nelle (1); ma trovan- 
dosi ne’primi, i loro segni dovranno mutarsi, o si muterà il se- 
gno allo stesso determinante. Cosi avendosi le equazioni 

ax-\~by-\-c =0 , 



a'x-{-b'y-i-c'=0 , 

si otterrà 



a b x = 


— c b 


= — 


c b 


9 


a b 


y— 


CL C — 


— oc 


a' b' 


—c’ b' 




c' b' 




a'b’ 




a!—c' 


a' c' 



4. La risoluzione delle equazioni può ancora farsi dipendere da 
altre proprietà dei determinanti. Se le equazioni (1) si moltipli- 
cano ordinatamente pe’complementi algebrici degli elementi della 
r"*“ verticale di A, vale a dire per , A,,, » • • » A,,, , addizio- 
nando i prodotti si vedrà subito che nel primo membro sono nulli 
i coefficienti di tutte le incognite, eccetto il coefficiente di 
(par. 1*, n® 46), il quale equivale a A . Risulta in tal guisa 

Aa?r = MjA,,,. ■+■ W.A,,r + • • * 

ed è chiaro che questa formula coincide con la (4) , perchè si ha 
N,-— M,A,_,.-|— u,Aj ,■ •• u„A„_,.. 

5. Poiché il determiìiante a è denominatore comune alle espres- 
sioni di tutte le incognite, se avvenga che questo determinante 
sia nullo, senza che lo sia alcuno de’numcratori, i valori delle in- 
cognite saranno tutti infiniti; vale a dire non esiste per esse in 
tal caso alcun sistema di valori finiti capace di soddisfare alle 
equazioni, le quali perciò sono incompatìbili. 
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Ora è importante di osservare che, se è nullo il denominatore 
e lo sia nel tempo istesso uno de’numeratori, tutti gli altri nu- 
meratori debbono, in generale, esser nulli. Cosi, supposto che sia 
nullo il numeratore , dimostreremo che è nullo qualunque al- 
tro numeratore N,. Di fatti per-ipotesi si ha da un lato 

h«„A„,,. = 0; (6) 

ma d’altra parte, essendo ancora per ipotesi A = 0, le quantità 
Aj.r, A,,r> • • > sono proporzionali alle quantità A,,,, A„, . . , 
A„,, (part. 1*, n® 89) ; dunque neH’ultima formula sarà lecito di 
mutare quelle in queste; e quindi risulta, come voleva dimostrarsi, 

N, = m,A,_,-|- w,Aj,,-l- •• 4-u„A„,,=0. 

Segue da ciò che, quando è nullo il determinante delle equa- 
zioni, e lo è pure il determinante di una incognita, allora i v{t* 
lori di tutte le incognite prendono in generale la forma indeter- 
minata ; ed indeterminate esse son di fatti, perciocché le equa- 
zioni non sono tra loro indipendenti ; ma una di esse è conse- 
guenza delle altre. Per esempio, volendo dimostrare che nel caso 
attuale la prima delle equazioni (1) può dedursi dalle altre, mol- 
tiplicheremo ordinatamente queste equazioni, esclusa la prima, 
pei complementi algebrici degli elementi di una verticale qua- 
lunque di A, come la r”‘®, escluso ancora quello del primo ele- 
mento; ed allora addizionando i prodotti avremo l’eguaglianza 

(®».i -f- a,,. A,,,. -I- • • -h a„_, A„_,.) ar, 

“1“ “i” * * “1” ^n,a ^a 

“t“ -àa,r ■àj.r "H ' * + A„,r) 

(w, Ag^,. "-H W, A 3 ,.'^1“ • • “f“ • 

Ora è chiaro che nel primo membro i coefficienti delle incogni- 
te ar, , a;, ,.., a;„ equivalgono rispettivamente a — a,,,A,,, , 
— o, ,A, r, .. , — a,,„A, ,., (par. 1“, n®46); ed il secondo mero- 
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bro in virtù della (6) equivale a — «,A, , dunque risulta 

H 1- «.,« ^n) A..r = MxA,,r • 



Questa equazione, se A,,,, è diverso da zero, porge la prima del- 
ie (1), la quale in tal guisa vedesi dedotta dalle altre; e perciò.se 
sono nulli ad un tempo il determinante delle equazioni, e quello 
di una incognita, il sistema delle proposte equazioni è, tn gene- 
rale, indeterminato. 

6. Se tra n incognite si abbia un sistema di n 1 equazioni, 
questo sistema è più che determinato; ed afiinchè le equazioni 
possano coesistere è necessario che i valori delle n incognite, ri- 
cavati da n qualunque delle equazioni, verifichino la rimanente; 
o in altri termini, bisogna che eliminandosi dalle equazioni tutte 
le incognite, la risuUante sia una identità. Ora questa risultante 
identica, o equazione di condizione per la coesistenza di tutte le 
equazioni si ottiene immediatamente eguagliando a zero il deter- 
minante di grado n 4- 1, formato con i coefficienti delle incognite 
in tutte le equazioni e con i loro termini noti, cui può darsi, co- 
me piaccia, 0 il segno proprio a tutti, o a tutti il segno contra- 
rio. Cosi, supponendo che le n equazioni (1) debbano coesistere 
con l’altra 



\-b,^x,^=v , 

la risultante sarà l’equazione 



• ®i,n 

• ®«.n 



= 0 



(7) 

( 8 ) 



« II*. 

• K ^ 



In fatti questo determinante non muta di valore, se dall’ultima 
verticale si tolgano tutte le altre moltiplicate per le rispettive in- 
cognite; ma intanto gli elementi di quella verticale, cangiandosi 
nelle dificrcnze tra i primi ed i secondi membri di tutte le equa- 
zioni, saranno tutti nulli, se le equazioni si suppongano coesi- 
stenti, é però sarà nullo lo stesso determinante. 



Digitized by Google 




118 



Reciprocamente se l'equazione (8) è soddisfatta, le equazioni (1) 
e la (7) formeranno un sistema di equazioni coesistenti, ed allora 
ciascuna di esse sarà una conseguenza delle altre. Cosi, per esem- 
pio, volendo dimostrare ebe la (7) coesiste con le (1), e può de- 
dursi da esse, basterà sommettcre alla medesima trasformazione 
di poc’ anzi Tultima verticale del determinante; chè in tal guisa 
la (8) diviene 



®».i ® 



= 0 , 



®ii.« ®»,« • ® 

6, b, . 6, V— (6,a:.+ò,a:,H bb^xj 



e poi si trasforma nella seguente 



«... a.,. • 0,3 



0«,I 0»,* • 



( 1 )— ) = 0 , 



Ora de'due fattori il primo è il determinante delle equazioni (1), 
che non è nullo, quando si supponga che le equazioni siano sod- 
disfatte da valori finiti delle incognite x^, x^, x^; e quindi 
è nullo invece il secondo fattore; il quale adunque riproduce 
l’equazione (7) come una conseguenza delle (1), e però come 
coesistente con quelle, poiché verificata dagli stessi valori delle 
incognite. 

7. Nella risoluzione di un sistema di n equazioni lineari con n 
incognite merita attenzione il caso in cui tutte le equazioni man- 
cano di termini noti; e tale è il caso delle equazioni (1) ove si ab- 
bia u, = 0, u,= 0, . . , w„=0. 

In siffatta ipotesi il sistema di queste equazioni si riduce ad 

«1,. -H . . + 0,3 x „=0 \ 

. . -4- 0,3 x^=0/ 

««,1 - h..-h 0,3 «,=0 J 
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ed Schiaro che i determinanti delle incognite sono tutti nulli, 
poiché ciascuno ha una verticale di elementi nulli; e però se A, 
determinante delie equazioni, è diverso da zero, i valori delle in- 
cognite saranno tutti nulli; e questi valori rendono evidentemente 
soddisfatte le equazioni. 

Inulta di più vi è a dire, finché il determinante A é diverso da 
zero; ma se questo determinante é nullo, le espressioni di tutte 

le incognite prenderanno la forma indeterminata ; e real- 
mente esse sono indeterminate, imperciocché, se ad una qualun- 
que di esse si dia un valore arbitrario,le equazioni (9) si cangia- 
no in n equazioni con n — 1 incognite , le quali dovranno am- 
mettere valori determinati (n” 6), essendo per ipotesi soddisfatta 
la relazione 



A 



O.,. 


«... 


• ®i,n 


0... 


«*,. 





(IO) 



'«i,» “n.» 



la quale nel caso attuale è la risultante delle dette equazioni, os- 
sia l’equazione di condizione per la loro coesistenza. Cosi i valori 
delle n — 1 incognite, e quello dato ad arbitrio alla rimanente, 
formeranno uii sistema di valori per tutte le n incognite, capaci 
di verificare le n equazioni; da. che poi segue che le incognite, e 
quindi le equazioni istesse sono indeterminate, e ciascuna sarà 
una conseguenza delle altre. 

Ma se si considerano i rapporti di n — 1 incognite alla rima- 
nente, per esempio di tutte le prime all’ultima , troviamo che 
questi rapporti sono necessariamente determinati. In fatti le equa- 
zioni (9) divise per , e messo per compendio 



fi. 

«n 






I » 



£l 



= V. 



X, 



»— 1 
X- 






divengono 

V, -H a,_, V, -h . . -H 4- a,,* = 0 ; 

«... ». 4- «.,. 0. -1- . . 4- o.,n_. »«_. 4- «.,„ = 0 

«»,. ». 4- «,,. . 4- a,.n-, »_. 4- a„,„ =0 



( 11 ) 
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e si hanno in tal guisa n equazioni tra « — 1 incognite , v, , . . , 
»n_, ; ma essendo per ipotesi soddisfatta la risultante di queste 
equazioni, che non è diversa dalla (10), ne segue, come voleva di- 
mostrarsi, che sono determinati i valori delle incognite, le quali 

OC oc 

attualmente rappresentano i rapporti — - , , etc. 

Ora è importante di osservare che nel caso presente le inco- 
gnite s,, X,, sono proporzionali ai complementi algebrici 

dei loro rispettivi coefficienti in qualunque delle equazioni (11), 
vale a dire ai complementi algebrici degli clementi di qualunque 
orizzontale del determinante A . Ed in fatti, essendo A = 0, è 
sempre nulla la somma dei prodotti degli elementi di qualun- 
que orizzontale sia per i loro complementi algebrici, sia per quelli 
degli elementi di ogni altra orizzontale; e però applicando questa 
proprietà alla orizzontale, si hanno le n relazioni 

®j.i ”t” ®i,B -^r.i 0 

•^,1 •+" <*»,* Ar,« 4- • . -H a,,, Ar,« = 0 



®»,i Ar,i -1- On.* A,.,! + . . -1- — 0 . 

Intanto siccome questo sistema non è diverso dal sistema (9),è ma- 
nifesto che i rapporti 

« ' • • • • 

non sono diversi da’ rapporti 

■^r.i -^r,2 1 

A,., ’ A,..„ Ar,n ’ 

e si ha quindi la proporzione 

ar,: a;,: ar,; x^=Ar,,: A,.,,: A,.,; . . : A,.,„ , 

la quale dimostra per lo appunto che le incognite a;, , a;. , • . , a;„ 
sono proporzionali ai complementi algebrici degli elementi di qua- 
lunque orizzontale del determinante del dato sistema di equazioni. 
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8. Occorrendo dì sostituire in una funzione lineare di n varia- 
bili i loro valori determinati da n equazioni lineari, il risulla- 
mento si può esprimere per mezzo di determinanti. Supponiamo 
che i valori di x, y, z, i quali vcriQcano le equazioni 

ax + by + cz-^-d =0 , 
a' X -(- b'y - 1 - c'z + d'=0 , 
a/'x -h h"y -h (fz -+- d"=Q , 

debbano sostituirsi nella funzione Ao^-bBy-HCz-i-D. Dinotata 
questa funzione con U avremo un’ equazione che deve coesistere 
con le date, e quindi l’equazione di condizione 

a b c d —0 f 

a' b' c' d' 

a" ¥ cf d" 

ABC D-U 

che si trasforma evidentemente (par. 1*, n° 48) in 



a b c 0 


— 


a b c d 


a' b' c' 0 




a' b' c' d' 


a" ¥ ¥ 0 




a" ¥ ¥ d" 


A B C U 




A B G D 



laonde chiamando a il determinante delle equazioni, si avrà 

U= a 6 c d J_ 

o' V c' d' ^ 

a" ¥ ¥ d" 

A B C D 

In generale è chiaro che il risuUameito della sostituzione è 
espresso da una funzione che ha per denominatore il determi- 
nante delle equazioni, e per numeratore il determinante che rap- 
presenta la risultante delle stesse equazioni e della data funzio- 
ne, come fosse anch’ essa un’ equazione. 

17 
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INTORNO ALLA DIVISIONE TRA DUE FtNZIOM INTERE , ' 
ED AL PROCESSO DEL MASSIMO COMDN DIVISORE. 



Di«lsione 

1 . Date ie due funzioni intere e generali di gradi m ed n 

ÌL.=a^x'^-\-a^x”-^+ • . + flm > • . + 6» , 

e ritenuto che m non sia minore di n, se si divida A per B finché 
si abbia un quoziente intero in x, questo quoziente ed il resto sa- 
ranno rispettivamente di gradi m — n ed n — 1 ; laonde designan- 
doli con Q ed R, e messo per compendio tn — n = t , potrà sup- 
porsi 

> R=c„x*~’h-c,x*-*-<- . . + ; 

e la quistione si riduce a determinare i coefficienti g e c. Ora 
essendo identicamente A = QB -t- R, vale a dire 

a„x’" + a,x’^‘4-.. + o„ 

= ( + ••-+- 9e ) (^«*‘ -I- + . . + 6J 

4- c,x"-‘ + c,x"-*+ . . + , 

sviluppando il prodotto, ch’è di grado n -t- « = m, ed eguaglian- 
do i coefficienti delle potenze simili di x nei due membri, si han~ 
no i due sistemi di equazioni lineari 

% =<loK 

a. 

«a +q^K 



«5 = 9o*c-+* 9. K-I. -t- 9. q,K 
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I ®»+i = 9o i>t+i + 9i + • • + 9t^i + <^o 

a,+, = g, t,+, + g, i»e+i itK 4- . . 4- q,b, 4- c, 

. . . 

««+.-H. = g» + g. + 9. ^+.-. + • • + 9e^+. -+- c. 



Le (1) indipendenti dai coefficienti del residuo c„, c, , etc. val- 
gono a determinare i coefficienti del quoziente g^ , g, , etc. ; e 
quindi le (2) varranno a definire i coefficienti del residuo ; ma 
questo cenno merita più distinto sviluppo. 

Resi d a o 

2. Per avere in generale l’espressione di un coefficiente qua- 
lunque del residuo, come di e,, osserveremo che, dovendo le equa- 
zioni (1) coesistere con ciascuna delle (2), e però anche con quella 
che contiene e , , dovrà essere soddisfatta la condizione (§ I, n° 6) 

6. 0 0 . . 0 o, =0 (3) 

6, 0 . 0 a, 

6. 6, 6, .0 o. 



b, o, 

^s+t • ^t+i ®e+«+i 

la quale subito si trasforma in 



K 


0 


0 


. 0 


0 


— 


bo 


0 


0 


. 0 


«0 


K 


bo 


0 


. 0 


0 




b. 


bo 


0 


. 0 


a» 


K 


K 


K 


. 0 


0 




b. 


br 


bo 


. 0 


a. 


K 


&a-x 


be-. 


■ b. 


0 




be 


bo-. 


bo-o 


• b. 


«5 




bf+$ 


bc+$—i 


• ^»+i 


c, 




^£+f+I 


be+i 


bf+t-t 


• bg+i 


®£+I+» 



Di questi determinanti,di grado a 4-2 , il primo equivale a b*^^c , . 
In quanto all' altro, scrivendo le verticali in ordine inverso, e poi 
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mutando le orizzontali in verticali, non cangia il suo valore as- 
soluto, ed il segno sarà definito (par. 1*, n°39, 1) da 

( 1) j-t*-*-») = ( T *(*-•)+»_ ( ; 



laonde ponendo (*) i=( — 1) * , risulterà 




|Oo a. 


• 1 






0 


0 


. 0 0 


*0 




0 


0 


. 0 K 


K 


às^ 


0 


0 


• K K 


K 


K+l 


0 K 








K K 




K 





Questa formula, facendovi successivamente i=:0, 1,2, , n — 1, 
porge tutti i coefficienti del residuo; ma come i determinanti, cui 
dà luogo il secondo membro, sono i successivi determinanti della 
matrice a due scale, di gradi 1 ed e -4- 1, formate con le serie 
dei coefficienti delle funzioni A e B ; se si dinota questa matrice 
con D, , e quindi con D,,o . D,_, , D,,, , . . , i suoi succes- 
sivi determinanti (par. 1", n® 120) (**), ponendo 



P = (D,„ 






otterremo pel residuo l’espressione 

R=— T^p. 

Cosi la costruzione del residuo R vedesi ridotta a quella del poli- 
nomio p , il quale si forma all’istante, poiché i suoi coefficienti 



( ‘ ) Si tenga presente che in tutto ciò che segue il simbolo i avrà costan- 
temente lo stesso signiflcato. 

(“) Per le convenzioni stabilite nel luogo qui citato la forinola precedente 
può mutarsi in 



W 

if>r 
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sono i successivi determinanti della matrice di 1° ordine, a due 
scale (a,) , (6o); ed è osservabile ch’esse è intero non solo rispetto 
ad X, ma anche rispetto ai coefficienti delle funzioni A e B. 

3. L’espressione del polinomio p si compendia subito in un 
solo determinante, perciocché i coefficienti sono determinanti, i 
quali non differiscono che nell’ ultima verticale ; e quindi si ha 

P= a„ a, . o,_ ag_, a, (a,^,x”-’ + x^' -f- . -t- a„ ) 

0 0.0 0 (6. 4- K + • 4- ) 

0 0.0 bo 6, (b, -h b, «"“* 4- . 4- b, » ) 

0 0 . b„ b, b, (b, J5’*-‘ + b* x*~' + .+h^x' ) 



0 K • K-t 6»-. + • -f- b,®*-‘) 

^ ^ ^ 4- . 4- b» ) 

Del resto è chiaro che questo determinante si forma dalla matri- 
ce totale D, riunendo in una le sue ultime n verticali, ordinata- 
mente moltiplicate per a:*~* , a""*, . .,x, x°. 

4. Ma r ultimo determinante prende una forma notevole se al- 
Tultima verticale si aggiungano tutte le precedenti moltiplicate, 
a cominciar dalla prima, per le successive potenze «"*, «"*“*, . . , 
a;*+‘ , poiché allora si ha evidentemente 

®o ®i " « ®t— I •4. 

0 0.0 0 b, B 

0 0.0 bg b, B® 

0 0 . b„ b, b. Re* 



0 K • K-» ^i-x 

*0 ^X • W-t ^c-i h 

5. Per concretare con qualche esempio le precedenti trasfor- 
mazioni supporremo in primo luogo che siano uguali i gradi delle 
funzioni A, B. In tal caso si ha tn=n, i=0, t=4- 1, e quindi 
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Inoltre i coefficienti del polinomio p sono i successivi determi- 
nanti della matrice 

> 

^0 

e si ha in conseguenza 



p= 


a. a. 




®o 




o„ a, x"-’h h 


c 




«>0 ftx 




<>0 




òo b. 


K K 



= a, ha»-i®+o«) = a<.A|. 

Supponendo in secondo luogo che i gradi di A e B differiscano 
di uno, avremo m = n-t-l, *=1, e però 




Attualmente i coefficienti del polinomio p sono i successivi deter- 
minanti della matrice 

O, • • 0,1 ^iM-x > 

0 ft. 6. . . 6„_, 6, 

^ 6, Kb, .. b„ 0 



e quindi risulta 



p= 


«.«xO. 




Oo^x a. 




a» «X «« 


X-i- 


®0 ®x 




0 KK 




0 6„ò. 




0 6«ò^x 




0 Kb, 




K K b. 




b, b. 




6, b„ 




KKQ 



a„a, (a, . . +a„ a;-|-o,+,) = a, a, A 

0 {b, . . -\-b„_,x+b„ ) 0 6„ B 

ò» b, (b, . . +b„ x ) 6„ 6, Ba; 
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QnoElente 

6. Un coefficiente qualunque q* del quoziente Q è dato dalle 
prime k equazioni del sistema (1); e si ha cosi la formola generale 



9* Wk— I 



K 


0 


0 


. 0 a„ 


(-1)* 


«0 


bo 


0 0 


. 0 


K 


K 


0 


. 0 o. 


“òr* 




bx 


bo 0 


. 0 


K 


àx 


K 


. 0 a. 




a. 


ba 


bx b. 


. 0 


h- 


-x^k-a 


f>k-. 


• Kot-, 




a*- 


-xbk- 


-I bk-ab/t-s 


•&0 


h 


M 

1 


bk-a 






a* 


bk 


bk-xbk-a 


.à. 



la quale, ponendovi successivamente A==0, 1, 2, 3, etc. porge 



_a„ 1 

j,. 



a. K 



9* /.* 



o„ K 0 
«* K K 



etc. 



7. Ma il quoziente Q si può esprimere con un solo determi- 
nante. In fatti dovendo le s + 1 equazioni (1) coesistere con l’altra 

Q=9««‘+9i®*“’'+g,a5‘-*H hq, , 

sussisterà l'equazione di condizione 

0 .00 a„|=0, 

0 



K 0 
K 

b, 6, 



. 0 0 a„ 
. 0 0 a, 
. 0 0 a. 



K-X K-X • K K «S 
a;' a:*~* . a; 1 Q 

la quale risoluta rispetto a Q, nel modo tenuto per la (3), porge 
0 = ^ 



bo 


0 


0 . 


0 


«0 


1 


a» 


• a 


a,-. 


a. 0 


bx 


bo 


0 . 


0 


a. 




0 


. 0 


0 


boi 


ba 


ba 


bo . 


0 


a. 




0 


. 0 


bo 


6, a; 


• 


• 


• - 


. 






0 


• bo 


bx 


b,x' 


b, 


bx-x 


bx-a . 


bo 


a. 




' . 


• • 


. 


• . 


x‘ 


a:*-' 


a;— . 


1 


0 




bo 


. b,.a 


6.-X 


àj a?' 
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e se dinotiamo con q Tultimo determinante, il quale è intero non 
solo rispetto ad a; , ma anche rispetto ai coefficienti di A e B, si 
avrà più semplicemente 




Applicando queste formule ai medesimi esempii del numero 
precedente, si ha: 

Pel l'esempio , Q=^q , q= o„ 0 =a„ 

K 1 

Pel 2“ esempio , Q=~q , q= a, 0 

" 0 1 
" ■ 

8. Intorno alla divisione aggiungiamo le due seguenti (»serva- 
zioni : ‘ ; 

- I. Spesso la divisione della funzione A per B vuol regolarsi 
in guisa da ottenersi un quoziente ed' un resto intero non solo 
rispetto ad^, ma anche rispetto ai eodhcienki di A e B. Ora è 
chiaro che perciò basta moltiplicare il dividendo pel principale 
coefficiente del divisore (*), elevato ad una potenza uguale al nu- 
mero de’termini del quoziente,e quindi per òj''"'; ma è manifesto 
che il quoziente ed il resto, che si otterrebbero in questo caso, 
sarebbero appunto i due polinomii che abbiamo indicato con q 
e con p. 

II. Talvolta la divisione vuol condursi innanzi anche con po- 
' tenze" negative di x al quoziente; ma si comprende che la legge 
di composizione de'successivi coefficienti è sempre quella che ri- 
sulta dalle formule del n° 6 ; ed è così per esempio che si ha: 



y,~t ^ 



1 ®o ^0 ® ai”’— etr* 

0 é.ò. 



(*) Si usa di chiamare principale confidente di una funzione intera e ra- 
zionale di una variabile quello che appartiene alla più alta potenza della 
stessa variabile. . 
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9. I coefficienti de’polinomii A, B, R, che sono dividendo di 
grado m, divisore di grado n, e resto di grado n — 1 , dànno origi- 
ne ai tre sistemi di quantità 

t • 1 ®m (®e) 

^0 » * • • * (^o) 

> ^n—t (O 

tra le quali sussiste una importante relazione.che esporremo nel 
seguente teorema : 

/ successivi determinanti della matrice a due scale (àj e (c,), di 
un'ordine qualunque r , sono proporeionali a qtselli della matrice 
a due scale (oj e (6„) dell' ordine r-4-1. 

Se nella matrice a due scale (òj e (cj dell’ordine r si aggiun- 
gano t-t-1 orizzontali alla scala superiore (à,), con ciò non si fa 
che moltiplicare i suoi successivi determinanti per 6*'’'^; e quindi 
essendo r+l il grado delia scala (c,), usando una notazione con- 
venuta (par. 1*, n° 120), avremo l’uguaglianza complessiva 



(K)r 


1 


{bo)r+t+t 


(O r+i 


bV' 


(Or-t-i 



Bisogna intanto osservare che la matrice del secondo membro è 
incompleta nella scala inferiore peri-t -1 orizzontali (par. 1*, 
n“ 114); ma se il simbolo si muti in 7 *+,+,, e ciò pet aumen- 
tarne r indice di t -h 1 unità, allora la serie c, , c, , . . , c„_, , 
mutandosi in 7 ,+, , 7 j^.,, . . , 7 ,^^,, potrà riguardarsi come un 
caso particolare della serie 

7o » 7i» 7. * • • » 7c * 7e+i 7t+» » • • » 7f+n » (7«) 

che r.fducesi a quella supponendo 70 = 7 ,= •• 7 , = 0. In questa 
ipotesi adunque l'eguaglianza precedente può scriversi 



ibo)r 


1 


(^ 0 ) r+€-t-i 


(Co)r+. 




(7o)r+i 



ma attualmente lajnatrice a sinistra è una matrice completa. In- 

18 
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vertendovi l’ordine delle due scale, perchè sia superiore quella di 
grado più piccolo (par. 1*, n° 115), non si altera punto il valore 
assoluto dei successivi determinanti; c siccome ciò si ottiene di- 
sponendo le orizzontali in ordine inverso, cosi si trova agevol- 
mente che il segno conveniente a ciascuno, è quello definito da 

(_1) T ‘ i ^ 

poiché (n® 2, nota 1®) si ha i=( — 1 ) t* l»-«) ; ^ quindi risulta 

(Vr 

(®o)r+j 

Ciò premesso faremo subire alla scala superiore {-/„) deiruUima 
matrice la seguente trasformazione, che punto non altera i valori 
de’suoi successivi determinanti « Ad ogni orizzontale di quella 
» scala aggiungeremo la sua associata (part.l®, n® 116) nella scala 
» inferiore (ò„) con altre < orizzontali,che immediatamente la pre- 
» cedono in questa scala, ordinatamente moltiplicate, a comin- 
» ciare dall'associata, pe’successivi coefficienti del quoziente, vale 
» a dire per , 9, , 9. , ... 9^ ». È chiaro innanzi tutto che in 
tal guisa gli elementi nulli, che precedono l'elemento iniziale 
di qualunque orizzontale della scala superiore, si riproducono 
ancora come nulli in seguito della trasformazione; ed inoltre 
che la serie degli altri elementi 7,. y.i • • . r»» 7»+-n 7i-*-»« 
etc. si cangia nella serie delle espressioni 

7o + 9o^o > 

,7. H- %K q,K . 

7« + ■+■ 9i^i + 9A » 



7t 9o^* + 9i^f-« -I y- • 

7t+i+ 9o^t+i ■+■ 9i^i 9»^«-i + • • -4- 9e ò, , 
7t+m+- 9«^ «+2 4-9.6 * 4-1 4- qj>e 4 1- 9. 6, , 



1 


(7o)r+i 


— (—1 


(6o) r+t+i 



(4) 



Ora essendo 7„ = '/,=7„=: .. =y,=0, e y,_, = c, , y,^,z=zc, , 
etc. , osservando ai sistemi di equazioni (1) e (2) , si vede che 
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queste espressioni equivalgono ordinariamente ai termini della 
serie a„, a,, a,, etc. ; e ne risulta che la scala (y,) si trasforma 
nella scala (aj. Cosi l’eguaglianza (4) diviene 



iK)r 


^ (®o)r+i 


(Or+, 


“Hir-iòr* 



e sotto questa forma essa non è che la traduzione del teorema 
enunciato; perciocché indica che i successivi determinanti della 
matrice a due scale (6J e (cj, dell’ordine r, sono uguali a 
quelli della matrice a due scale (aj e {b^, dell’ordine r-nl , fatta 
però astrazione dal divisor comune 

(-ir*t6r; 

donde poi segue che i primi determinanti sono proporzionali ai 
secondi. 

10. Immaginando che sia cambiato il segno al resto della di- 
visione di A per B, dovrà cambiarsi il segno a ciascuno de’coeffi- 
cienti Cj , c, , . . , c,^,. In ques'ta ipotesi adunque la scala infe- 
riore (cj della matrice nel primo membro della (6) dovrà mu- 
tarsi in ( — cj; ma poscia cambiando il segno a ciascuna delle sue 
r+1 Orizzontali, quel primo membro diverrà 

(-ir'l(6o)r |; 

I (Co)r+. I 



e però nel caso che consideriamo l’uguaglianza (5) si riduce a 



iK)r 



.•òf* 



(®o)r+j 

i^o)r+t+t 



(6) 



11. Nel caso particolare di c=l, cioè, quando i gradi delle 
funzioni A e B differiscono di uno, si ha t = 4-1 ; quindi, se il 
resto ha il suo proprio segno, si ha più semplicemente. 



(7) 



iK)r 


1 




(<'o)r+x 


- i-ìrx 


i^o)r+* 



e, se il resto della divisione abbia il segno mutato , si avrà 



(6.)r 


- 


(®o)r+x 


(®o)r+t 


1 

Q 


WtM-I 



(8) 
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EaprcMloal dei rceldai rlsnltaaitl dal proeeaao del maaaima 
coman divisore tra dae futuEloai di gradi tiaalumque. 

12, Istituendo la ricerca del massimo comun divisore tra le 
funzioni A e B, che supponiamo a coefficienti indeterminati, e 
quindi prime tra loro, si perverrà ad un resto indipendente da x ; 
e siccome la funzione B è di grado n , i resti successivi saranno 
di gradi n — 1, n — 2, . . , 2, 1, 0, Intanto converremo di mutare 
il segno ad ogni resto pria che faccia da divisore, e chiameremo 
R„ Bg, . . , B» questi n resti co’segni cambiati. 

Ciò premesso essendo il residuo B^ , vale a dire il residuo r”*®, 
di grado n — r , supporremo in generale 

■B, »"-*• 4- 4- • 4- 4 1- ; 

e conseguentemente per r=l, 2, 3, . . , n si avrà 

B, = 4- 0/ 0 ^ + • • -i- ò„'_. » + , 

B. =1= 4- K" a;"-® 4- • • 4- . 



B„_. = 4- 

I i . ’ 1 1 •• • 

B = ò'*' 

Or noi possiamo subito esprimere i coefficienti di questi residui 
in funzione di quelli dei polinomii A e B, osservando che i coef- 
flcienti di questi polinomii c de’residui danno origine al sistema 
di serie (a„) , (òj , (6„') , (*o"') . • • . prim® terno 

ideile quali si applica la formolo (6), e ad ogni altro terno la 
formolo (8). Cosi supponendo , per esempio , che si tratti di 
calcolare i coefficienti del quarto residuo B*, figurati da 6^ » 
b'i , 6g , . . , y/ , etc. avremo in primo luogo (n® 2, nota seconda) 

(V). ; ■ 

* ^ 

I • » 

ma , siccome i determinanti della matrice in veduta sono uguali 
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a quelli della matrice a due scale (6„'), i (6/), divisi per 6/* ; poi 
questi uguali a quelli dell’ altra a due scale (6J, e {bj)^ , divisi 
per bj* ; e poi gli ultimi uguali a quelli della matrice a due scale 
(flo)*' (*<.)«+« * divisi per , risulterà 

1,1» ^ (®e 

ìk 

Ciò basta intanto per conchiudere senza più che si ha in generale' 



,)4 






(«o)r 

{KU 



’O 



e quindi possiamo enunciare il seguente teorema : 

I coefficienti del residtio sono uguali ai successivi determi- 
nami della matrice a due scede («„),. e (6o)r+s > dirist pel prodotto 
de' quadrali de’principaii coefficienti di tutl’i precedenti residui e della 
potenza (t 4- 1)”" del principede coefficiente di B, presa col-{- , o 

1 

col — , secondochè il numero — 1) è pari, o impari. 



( ‘ ) Potendo essere utile di conoscere il segno che prende il secondo mem- 
bro di questa formola quando il processo del massimo comun divisore è con- 
dotto senza il cambiamento di segno ai resti, esamineremo per questa ipotesi 
lo stesso caso considerato nel testo, ed avremo in primo luogo (n°2, nota 2*|. 






c 



ìK). 





Ora il determinante del secondo membro equivale al corrispondente determi' ' 

(—11* 

nante della matrice a due scale (6;% , (6,*), moltiplicato per ; poi 

questo uguale a quello della matrice a due scale (6o)> i > tnolliplicato 
/ n* 

per • ; • ; e l'ultimo finalmente uguale a quello della matrice a due scale' 

( D* 

(<*0)4 7 (*0)4+4 , moltiplicato per vr-fr, ; cosi risulta 

t O0 

(-ir I (a,) I • 

• ~ ibnKKvsr-^ -I (*0)4^. 1 . 
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13. Quando « = 1, si ha i=-f-l, ed il teorema si modifica co> 
me segue: 

Se i gradi dei poìinomii A e B differiscono di uno, t coefficienti 
del residuo r”*" sono uauedi ai successivi determinanti della matrice 
a due scale {ao)r « (6)^x » divisi pel prodotto de’ quadrati dei prin- 
cipali coefficienti di tutt'i precedenti residui e del polinomio B. 

In questa ipotesi adunque il divisor comune dei determinanti 
è una quantità essenzialmente positiva , e la formola si riduce a 






1 I (a»)r 

14: Ponendo per compendio 
«r=»C‘(VCC-..e-‘>r . Dr,.= 



(ao)r 

(^)r^ 



la formola generale si muta in 

= — D,.,; 

i>r ' • 

quindi pe’ successivi coefficienti del residuo R,. abbiamo 

Dr.o . .... 6Mr=- 

“r <‘r “r «r 

e conseguentemente lo stesso residuo risulta espresso da 



Ora è chiaro che pel residuo r”*" il numeratore del primo fattore sarebbe 

(_1)« (—2)* (—1)*. . . (—!)’•= (—1) 4 «• (-«) ; 

e quindi segue che, se nel procedimento del massimo comun divisore si opera 
alla maniera ordinaria, vale a dire senza. cambiare il segno ai resti, si avrà in 
generale 

j,) (—1)4'' (»•+>) I Wr 
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\ 

Che, se facciasi 
si avrà più concisamente 

Dei due fattori che entrano in questa espressione il primo, che 
non dipende da x, riassume tutti quei fattori ch’è lecito di sop> 
primere nel calcolo de’residui, mentre il secondo p^, ch’ò una 
funzione di x, è ciò che importa nella teoria del massimo comun 
divisore. Or noi distingueremo il fattore pr col nome di residuo 
semplificato corrispondente al residuo completo ; e la sua espres- 
sione, già compiutamente definita, può concretarsi nel seguente 
teorema; 

Applicando il processo del massimo comun divisore a due fun- 
zioni di qualunque grado A e B, t coefficienti del semplificalo r"*® 
residuo saranno ordinatamente uguali ai successivi determinanti 
della matrice a due scale dell' ordine r"*® , formate con le serie dei 
coefficienti di X e B. 

E qui giova osservare che ciascuno de' detti coeflicienti è una 
funzione omogenea de’ coeflicienti di A e B, di grado 2r+( ; ma 
in particolare essa è ancora omogenea e di grado r rispetto ai coefr 
ficienti di B ; e parimenti omogenea e di grado r-f-t rispetto ai 
coefficienti di A. 

15. È manifesto che i risultamenti e le formolo stabilite in 
questo articolo coincidono, nella ipotesi di r=l, con quelle e- 
sposti al numero 2; ed ora aggiungiamo che le trasformazioni 
operate nei numeri 3 e 4 si estendono identicamente a qua- 
lunque semplificato residuo. Cosi, conformemente al numero 3, 
l’espressione di p^ può compendiarsi in un solo determinante,' 
riunendo in una le ultime n — r+1 verticali della matrice del- 
l’ordine r*"®, ordinatamente moltiplicate per le successive potenze 
x^, , . . , X, 1 . E se all’ ultima verticale di questo de- 

terminante si aggiungano, come al numero 4, tutte le prece- 
denti , ordinatamente moltiplicate , a cominciar dalla prima , 
per le successive r-+-s — 1 potenze x”^~', . ., 



Digitized by Google 




136 



avremo pel semplificato residuo l’espressione notevole : 

• ®r— » ®r— 1 i • ®r+«— a 

0 • flr_, Or— 1 ®r— I • ®«— 1 ®«— ■ ®«— I • 1 



0 0 . a„ a, a, .a, a,+^ . a, Ax 

0 0.0 o„ a, . a,_, . a,_\ A 

0 0.0 0 0 . 0. 6, . 6r-i B 

0 0 . 0 0 0 . 6, 6, . ft, B» 

0 0.0 0 0 . fr, 1>, 6, . bf+t Ba?* 

• • • •• • • •• • 

0 bg . bf_, bf_^ W—t • • ^r+»— • Baj 

^0 • ^r— * a i • ^r+»— a Bx 

in cui il determinante a dritta differisce solo nell’ultima verticale 
dal principale determinante della matrice a due scale (aj e 
dell’ordine r, e ne risulta cambiandovi semplicemente i primi r 
elementi dell’ultima verticale ne’prodotti della funzione A per le 
successive potenze as’’’"', x, 1, e gli ultimi s elementi ne’ 

prodotti della funzione B per le successive potenze 1, a? ,x‘,.., 

16. Per concretare con un esempio le precedenti cónchiusioni 
' supporremo 

A=ax^-^-bx^+cx*-\-dx-^-e , 

B =px^-\-qx'^-\-rx -^$ . - 

In questo casosi hanno tre semplificati residui p, > />i « />,, di gra- 
di 0; e però, formate le corrispondenti matrici di 1®, 2®, 
3® ordine, avremo ' ' 

a b c x*-\- a b dx-\- a b e 

0 p q o p r 0 p s 

p q r p ,q s P?0 

a b cx''-\-dx-^e 
0 p qx* + rx-i-8 
p q rx*-i-sx 
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p»= 


a h 


c 


d 


e 1 


X ■ 




rt 


b 


c 


d 


0 


=: 


z 


a 


b c d 


ex 




0 a 


b 


c 


d 






0 


a 


b 


c 


p 






0 


a b c 


dx+e 




0 0 


P 


9 


r 






0 


0 


P 


9 


s 






0 


0 p q 


rx+s 




Op 


9 


r 


s 






0 


P 


9 


r 


0 






0 


p q r 


sx 




P ? 


r 


s 


0 




' 


p 


9 


»■ 


s 


« 






P 


q r s 


0 


p>= 


a b 


c 


d 


e 


0 


0 


n 


= 


a 


b 


c 


d 


e 


0 


Ax* 




. 


0 a 


b 


e 


d 


e 


0 


V 




0 


fl 


6 


c 


d 


e 


\x 






0 0 


a 


b 


e 


d 


e 






0 


0 


a 


b 


c 


d 


A 






0 0 


0 


P 


9 


r 


s 






0 


0 


0 


P 


9 


r 


B 






0 0 


P 


9 


r 


s 


0 


t 




0 


0 


P 


9 


r 


s 


•Bai 






Op 


9 


r 


s 


0 


0 






0 


p 


9 


r 


s 


0 


Ba?® 






P 9 


r 


s 


0 


0 


0 






P 


9 


r 


s 


0 


0 


Bj;’ 





17. In quanto al calcolo numerico cle’scrniililìcati residui non 
sapremmo assegnare un metodo piii semplice' e pili spedito di 
quello che abbiamo sviluppalo nel § XI della prima parte, dal 
n° 123 al u“ 129; e però se dinotiamo con Ar+£,o> » ^r+s,»« 

etc. i trasformati de’successivi determinanti della matrice a due 
scale D,. , siccome allora si ha in generale (pari. 1*, n® 127) 

__L 

otterremo ■ ■ % • . 



Pr — _e (^r+f,o' 

^0 



,a:"-’'+4r 






X" 



’H hAr+e,n-r) ' 



Intanto supponendo già costruita la ridotta generale e quadrala 
® ^ stesso A„, , potremo subito esprimere il residuo 

per mezzo di un solo determinante, formando prima una matrice 
con le prime r-\-s orizzontali della ridotta generale, e poi riu- 
nendo in una le sue ultime « — r-t-1 verticali ordinatamente mol- 
tiplicate per le successive potenze , x "~^~^ , . . , a;® , a; , 1 ; 
chè in tal guisa si ha un determinante di grado r-t-s , il quale di- 
viso per a\ , sarà equivalente a Of. Che se piaccia di sopprimere 
questo divisore non ovvi a far altro che cambiare le prime e oriz- 
zontali della ridotta in una scala inversa di grado i , formata con 
i coeflìcienti della funzione B. 

19 
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Applicando questo processo all’esempio di poc’anzi, comince- 
rcmo dal formare la matrice biiinearc 



a b c d e 

0 p q r s 

e di seguito il sistema triangolare 

ap aq ar as 

ar+bq — cp as-i-br — dp bs — ep 

bs — ep+cr — dq cs — eq 

• ds — er 

che rappresentiamo per compendio con 



^sj ^ 14 , 



Quindi , essendo attualmente t = 1, avremo 



ap,= 


<•.. c.* 




c., 


J? -4— 


C.. C.4 


— 




^21 ^«2 




^2I ^23 









C.. 



«/>»= 


^12 ^13 


a;-h 


^xx ^la 


= 


^32 ^18 ^"^^14 




^21 ^22 ^24 




^21 ^22 ^24 




^21 ^22 ^23 ^"^“^24 




^32 ^83 




^SI ^32 ^ 3 * 


■ 


^SX ^82 ^83 ^"+“^84 


«/>,= 




' 







18. L’espressione del completo residuo si ha nel prodotto 
del corrispondente semplificato residuo pr , moltiplicato per — ; 

“r 

però essendo (n° 14) 



a^ibr (&; b/b/' ...b, 



0 "0 
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è ancora necessario di esprimere questa quantità per mezzo dei 
coefficienti di A e B ; ma a tale effetto renderemo più concisa la 
notazione dei principali coefficienti dei semplificati residui p , , 
/>*» pj » etc .,0 che è lo stesso dei principali determinanti delle ma- 
trici dei diversi ordini, finora rappresentali con D, „, D, ,,, D, „, 
etc. In ciò che segue sopprimeremo da questi simboli il secondo 
indice, e scriveremo semplicemente D,, D, ,D,, etc. 

Ciò premesso l'espressione della quantità , escludendone l’ul- 



timo fattore (bi'‘ *^)®, si muta in quella di ar_j. Inoltre essendo 
(n“ 14) = -i- Dr_,_, , per s=0 avremo 



“r-. 



quindi si ottiene 
e ne risulta 



Uo — — r > 

«r-i 



«r = “r-, ; 

“r-i 



Or- 






Questa formula compie immediatamente la trasformazione di cui 
trattasi. Infatti essa porge la serie di relazioni 

a,a, = Dt , a,a, = Dj , a, a^ = D‘ , a*ag=:DJ , etc. 
dalle quali si ricava per successive sostituzioni 

1 

a. - ’ 



1 1 d:d; 



. «gfX 



_ d: didi d:did;..dl 

«. — . . • . — a, DJDJD» . . • 

Essendo adunque conosciuta f espressione di a, , poiché si ha 

nulla più manca per la costruzione de' completi residui in fun 
zione de’ coefficienti de’ polinoraii primitivi A c B. 
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Relazioni Ira I ■enipllfleati residui 

19 . Siano Q, , Qa, . . , Q» i quozienti che si ottengono appli- 
cando il processo del massimo comun divisore alle funzioni A, B, 
senza sopprimere, nò introdurre alcun fattore ; ed R, , Rg , . . , R„ 
i corrispondenti residui con i segni cambiati ; avremo in silTatta 
guisa la serie di relazioni 

A=Q.B— R, , R, =Q,R. — R, , 

' B=QaR. — Ra , R* =04^3 R* » 



R»— B — QnR «— 1 Rf» 3 

le quali, essendo in generale R,=-£^^ , si trasformano in 

“r 

OiA=a,Q,B f , , «adj p,=a,«j Qj p* — <*a P, » 

a,aaB=«aQaPi — a,p, . Pa=«a «4 Q 4 Pt “» “3 Pi * 



X ®n Pn— a ®n— a a»Q» Pn— *“i»— iPn » 

c queste , se pongasi per compendio 

“l0l=9l ) «1«3 Q3=^3 » 

«*Qa = 9a 3 «2«4 04=94' 

“i -»«'r0r=9r ' 

tenendo presente che si ha in generale a,=DjL, , diverranno 

A = ^,B — Pa , D; p, =q,Pa —Dì Ps \ 

D, B = g'ap, «iPb > D, pa =94 Ps D, Pa I 

Dn_, pn-a 9n P»-i D n— »Pn' 

Intorno a queste relazioni osserviamo che le q, , 9 ,, . . , g» sono, 
come risulta dalle (9), funzioni intere di a; , la prima di grado t , 
tale essendo il grado di Q, , e tutte le altre di 1 “ grado; ma ag- 
giungiamo che desse sono altresì intere rispetto ai coelDcienti di 
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A e B ; perchè intere son pure tulle le altre quantità che sono in 
vista nelle relazioni (10). Del rimanente è chiaro che ^tali rela- 
zioni sono quelle che si avrebbero quando tutte le divisioni fosse- 
ro regolate in guisa da evitar frazioni (u°8), perciocché il primo 
dividendo A si è moltiplicato per a, = i6o^' , cioè per la potenza 
(e-t-l)™“ del principale coefficiente del primo divisore, ed ogni 
altro dividendo è moltiplicato pel quadrato del principale coeffi- 
ciente del corrispondente divisore. Faremo inoltre osservare che 
il resto di ciascuna divisione, a cominciare dalla seconda, è un 
prodotto di due fattori, l'un de’quali è il semplificato residuo, e 
l’altro è lo stesso fattore introdotto nella precedente divisione ad 
oggetto di evitar frazioni. Quindi risulta che, se il procedimento 
del massimo comun divisore tra due funzioni intere sia regolato 
in guisa da evitar frazioni, ogni resto, a cominciar del secondo, 
sarà divisibile pel fattore introdotto nella precedente divisione; e 
però, sopprimendo dal resto un tal fattore, pria che faccia da di- 
visore, tutti i resti cosi ottenuti corrisponderanno precisamente 
ai nostri semplificati residui. 

20. Segue da ciò che precedc,che, in generale, tre conseeulivi 
sempliQcati residui p,._j , p,._, , sono legati dalla relazione 

1 pr— a 9r Pr—i ®r— a Pr * 

nella quale i valori regolari di r sono tutti gl’interi da 3 ad n, 
perchè l’indice di p non può essere nè minore di 1, nè maggiore 
di n. Per r=n-i-l si avrebbe 

D*i pn—j 9n-(-i Pn p^+i • 

Questa relazione corrisponderebbe alla divisione del penultimo 
per l’ultimo dei semplificati residui; e siccome l’uno è di 1“, e 
r altro è di grado zero, il residuo di tal divisione è nullo, e quindi 
si avrà D*_, p„^,=0 ; ma D„_, è, vista la sua significazione, una 
quantità diversa da zero; dunque si avrà necessariamente 

p«..=o, n 

(*) Segue da ciò che, nella ipotesi di , deve ancora annullarsi il 

determinante, che esprime il valore di pn+i, secondo la formola dein® 15; ma 
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e l'eguaglianza precedente si ridurrà a p, ; ma è an- 

cora D„=p„ ; perciocché p„ essendo l’ultimo dei semplificati resi- 
dui, è indipendente da x, e la sua espressione equivale all’Unico 
determinante della matrice quadrata a due scale (aj e (6„) , del- 
r ordine il più elevato n; dunque risulta 

D« Pn-.=9i.+. • 

CondizioBl perché dne fonzlanl ammettano un divisore di grado 
aaaegnato. Determinazione di questo divisore# 



21. Fin qui si è supposto che le funzioni A e B fossero prime 
tra loro, ed in questa ipotesi l’ultimo de’semplificati residui è ne- 
cessariamente diverso da zero; ma ora è manifesto che, se quelle 
funzioni ammettano un divisor comune di grado k in x, questo 
divisore non può differire che per un fattor numerico dal sempli- 
ficato residuo di grado k, figurato da p„_if ; ed in tal caso saranno 
identicamente nulli tutti gli altri residui da fino a p* , 

vale a dire da quello di. grado k — 1 fino a quello di grado zero. 

Reciprocamente, se sono identicamente nulli tutti gli ultimi 
residui da quello di grado k — 1 fino a quello di grado zero, le 
funzioni A e B ammetteranno necessariamente un divisor comu- 
ne di grado k in x, il quale non può differire che per un fattor 
numerico dal semplificato residuo p„_i^. Parrebbe da ciò che per 



questo fatto merita un chiarimento. E dapprima bisogna osservare che, sic- 
come quel determinante è ciò che diviene il principale determinante della ma- 
trice a due scale (ao) e (6„| dell’ordine r , trasformandovi gli elementi dell’ul- 
tima verticale, come si disse in quel luogo, cosi, tenendo presente che nella 
ipotesi aUuale il numero delle orizzontali della matrice supera di uno quello 
delle verticali (par. 1^, n° 1 19), affinchè sia possibile la costituzione del de- 
terminante, bisogna aggiungervi un’ultima verticale di elementi nulli; e per- 
ciò anche nullo è il suo valore. Ma quindi esso non cesserà di esser nullo 
applicando all’ultima verticale la trasformazione dichiarata nel n“ 15, vale a 
dire aggiungendole tutte le altre, ordinatamente moltiplicate, a cominciar dalla 
prima, per le successive potenze , , , , a? , 1 , cora’esser 

deve nel caso di l . 
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resistenza del comun divisore di grado k dovesse veriCcarsi il si- 
stema di condizioni 

D« =0 , 

Dn— 1 ■— ® > I^n— i,i » 

D«-. =0 . ==<) » Dn-..« =0 . 



® » ®n— k+i,« — ® » • • » — 0 , 

che sono in numero di A(ft-t-l). Ma è facile a riconoscere che 

queste condizioni non sono tra loro tutte distinte, e le condizioni 
veramente indipendenti si riducono alle seguenti k equazioni 

, ® ® > Dn — • D „_ j |[^.,=0 . 

In fatti, supposto dapprima che si abbia soltanto D„=0, ciò equi- 
vale a supporre che sia nullo Tultimo residuo il quale è indi- 
pendente da X : ed in tal caso le funzioni A e B ammettono neces- 
sariamente un divisor comune di 1® grado, il quale non può dif- 
ferire che per un fattor numerico dal penultimo semplificato re- 
siduo , ossia da 



Ora è manifesto che in questa funzione non potrebbe supporsi 
nullo il principale coefficiente D„_, , senza che sia nullo anche 
l’altro D„_, ,, ; poiché altrimenti le funzioni A e B non più am- 
metterebbero il divisor comune di 1® grado ; il che è impossibile 
quando sia,come si è supposto, D„ = 0 . Cosi questa condizione, 
e l’altra D,^, = 0 importano che siano identicamente nulli i due 
ultimi semplificati residui e ; e da ciò poi risulta che, se 
non è nullo il residuo precedente p ^ , le funzioni A e B dovran- 
no necessariamente ammettere un divisor comune di 2.® grado, 
il quale non può difierire che per un fattor numerico dal detto 
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residuo, vale a dire da 

Similmente si dimostra che in questa funzione non potrebbe sup- 
porsi nullo il principale coellìciente D„_, , senza che lo siano gli 
altri due Dn_,,, e , perchè altrimenti le funzioni A e B non 
più ammetterebbero un divisore di 2“ grado; ma ora, senza più,ò 
manifesto che, se sono nulli i principali coelBcienti di lui numero 
qualunque degli ultimi semplificati residui, questi residui sono 
tutti identicamente nulli; e può quindi enunciarsi il seguente 
teorema: 

Affinchè le funzioni A e Spossano ammeltere un divisor comune 
di grado k è necessario e sufftcienle che siano nulli i principali coef- 
ficienti di tutti gli ultimi k semplificali residui, vale a dire da quello 
di grado k — 1 fino a quello di grado zero ; e, quando ciò sia, il di- 
visor comune non può differire che per un fallor numerico dal sem- 
plificato residuo di grado k. 

In altri termini: 

Affinchè le funzioni A e B possano ammettere un divisor comu- 
ne di grado k è necessario e sufficiente che siano nulli i principali 
determinanti di tutte le ultime k matrici a due scale, formate con i 
coefficienti delle date funzioni; vale a dire da quella dell’ordine 
n — fc-t- 1 fino a quella dell'ordine n, ch’è il più elevalo; e, quando 
ciò sia, i coefficienti del divisor comune saranno proporzionali ai 
successivi determinanti della matrice a due scale dell’ordine n — k. (*) 



(') Pare che finora non esisCa alcun altro teorema generale che soddisfi a 
questo importante oggetto, cd il solo al quale può aversi ricorso, si è il noto 
teorema di Lagrange relativo alle condizioni che debbono verificarsi, afiinchè 
due equazioni ammettano un dato numero di radici comuni. Ma si sa d’altra . 
parte che il teorema di Lagrange può soddisfare alla quistione sotto questo 
punto di veduta, e può non soddisfare a quella del divisor comune di grado 
assegnato; imperciocché una radice multipla di una equazione può non es- 
sere multipla dell’altra ; cd allora le condizioni che risultano dal teorema di 
Lagrange possono verificarsi senza che le equazioni ammettano il divisor co- 
mune di grado assegnato. (Ved. Serret, Conrs d'Algèbre Supérieiire, 2® edi- 
zione pag. 6G). 
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Nuove espreMlonl del senipliflcati reaìdai. 

f 

22. Il determinante col quale obbiamo (n°15) rappresentato il 
semplificato residuo è suscettibile di una trasformazione che 
mena ad interessanti risultanenti.QucI determinante infatti può 
essere spezzato in due, i quali sono ciò che esso rispettivamente 
diviene annullandovi solo neH'iiltima verticale una volta gli ultimi 
s clementi, ed un’altra volta i primi r elementi. Ora noi dinote- 
remo questi due parziali determinanti con ed X, , però dopo 
aver soppresso il fattore A dall’ ultima verticale del primo, ed 
il fattore B dall’ultima vellicale del secondo; vale adire porremo 

Qq • ^r— a ^^r—i a ^#—1 — a ^ 

0 Qq . ^r~a ^r—i • ^*—4 ^i—3 ^i_a x • ®r-+-x— x ' 



0 0 . a. fl, . a, « 1 +, a,+, • a, ® 

0 0.0 a„ . a,_, 1 

V,.= 0 0.0 0 0 .0 0 6, . 0 

0 0.0 0 0 .0 b„ b, 0 

0 0.0 0 0 . b, b, b, b, . 0 



® ^0 • » ^r— a ^r— i ■ ^«—4 J a ^4— i • ^r+4— s ® 

^0 ^1 • » ^r— I • ^x— » ® 

®o ®i • ®r— a ®r— I • ® 4 — 3 ®»— a ®»— i * ^r+i— a ^ 

0 flj . flr_a flr— I • ®x— 4 ®x— 1 a ®«— x • ®r+x— x ® 



0 0 . 0^ <Z, a, < ®e— X ®g ®*+x ®«+a • ^ 

0 0.0 a„ a, . a,_, a, a,^, . a,_, 0 

Xr= 0 0 . 0 0 0 . 0 0 ft, . 6,._, 1 ; 

0 0.0 0 0 .0 il, 6, . 6,. X 

0 0.0 0 0 .6„ 6, 6, 6, .6,.^, a;’ 



0 . bf_f i>r— a ^r— I • ^*—4 ^$—3 ^»-a x • ^r+x— x * | 

* ^r— a ^r— X • ^x— i ^x— a ^x— x ^x • ^r+x— a ^ * • 

dove bisogna tener presente che « = m — n , ed s = r + m — n; 

20 
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cd intanto l’espressione del semplificato residuo diviene 

AV,.-I— BX*. • (1^) 

In questa formula i simboli ed esprimono adunque deter- 
minanti, i quali dilTcriscono solo nell’ultima verticale da , prin- 
cipale determinante della matrice a due scale dell’ordine r, re- 
lative a’ coeificicnti delle funzioni A e B. Nell’ ultima verti- 
cale di i primi r elementi sono le successive r potenze a:’’"*, 
X, l,e nulli rimanenti; mentre, nell’ultima verticale di X, 
sono nulli Ì primi r elementi, e gli altri sono le successive s po- 
tenze 1, X, x’,.., x’~‘. Cosi, essendo una funzione di x di 
grado r— 1, cd X^ una funzione di x di grado s — l=e-(-r — 1= 
m — n+r — 1, ciascuno de’due prodotti AV,, BX^ sarà di grado 
m-i-r — 1 ; ma la loro somma deve necessariamente ridursi al 
grado n — r, tale essendo il grado di . 

23. Ponendo mente alla natura de’determinanti V^ed X^ si ri- 
conosce agevolmente che i loro termini affetti dalle più alte poten- 
ze x^~', ed x'~' hanno entrambi per coefficiente il principale de- 
terminante della matrice a due scale dell’ordine r — 1, vale a dire 
Dr_„ il quale però nel primo è moltiplicato per — e nell’ al- 
tro per a„ ; di modo che i detti termini sono rispettivamente 

—òoDr-, ed o„D,._,x‘-‘. 

24. Nella formula (11) i valori regolari dell’indice r sono tutti 
gli interi 1,2,.., n. Nel caso di r=l si ha 

P,=AV,-t-BX, ; 

ma dal paragone di questa relazione con la prima delle (10) si 
deduce 

cosi la funzione V, è una quantità costante, ed X, equivale al 
quoziente intero della divisione di A per B, regolata com’ è detto 
a’ numeri 8 e 19: quoziente figurato da q. ; ma ciò del resto risul- 
ta direttamente dalle stesse espressioni di Y, ed X,, essendo 
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o« 0. • o,-. a, 1 




a„ 0 . . a,_, a, 0 


0 0.0 ò„ 0 




0 0.0 b„ 1 


0 0 . 6. 0 


.x.= 


0 0 . ò, X 


0 *0 • frs-. *»c-. 0 




0 K • 6.-. 


^0 ^1 • I ^ 




K b, . b, -jf 



25. Per r=n-+-l la forinola (11) darebbe 

ma è p«+,=0 (n“ 20, e nota), cosi risulta in questo caso 

0=AV„^.-+-BX„^.. (12) 

Osserviamo attualmente che i gradi delle funzioni V,+, ed X*+, 
sono rispettivamente uguali a quelli delle funzioni B cd A, poi- 
ché la prima è di grado n, e l’altra è di grado m (n° 22).Ora noi 
supporremo in primo luogo che le funzioni A e B siano prime tra 
loro; e siccome i valori di a, che annullano la funzione A, deb- 
bono ridurre a zero il prodotto BX»+, , cosi , non potendo essi 
annullare il fattore B, dovranno invece annullare l’ altro fattore 
Segue da ciò che le funzioni A ed X„^.,, che sono di gradi 
uguali, e si riducono a zero pe’ medesimi valori di x, non pos- 
sono differire che per un fattor costante: fattore che può ancora 
agevolmente determinarsi. In fatti i termini di queste due fun- 
zioni, i quali contengono la più alta potenza x”, hanno rispetti- 
vamente per coefficienti o„ cd a„D„ (n“ 23); c no conseguita 

X„^,=D,A . (13) 

Nella stessa maniera si dimostra che anche le funzioni B e 
non possono differire che per un fattore indipendente da x, e 
quindi 

V„^.= -D„B .• (14) 

26. Continuando a conservare la ipotesi che le funzioni A e B 
siano prime tra loro, andremo a porre in veduta alcune intcres- 
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santi relazioni tra le funzioni V ed X. Si è già veduto (n° 20) che 
tre consecutivi semplificati residui sono legati dalla relazione 

Hr-j Pr-a — Pr— Pr=0 ; 

e però sostituendovi i v,alori di />r_, , Pr-, » pr » che si traggono 
dalla (11), si ottiene 

4- d;:_,v,) a ) 

(15) 

MK-r^r-a ~ K-a^r) «=« : ) 

formola in cui i valori regolari di r sono tutti gl’interi da 3 ad 
n, e sarà anche lecito di porvi r=n-f-l. Per r=2 si avrebbe 



(DJV-?.V.4-D:V.)A4-(D:X.-g.X,4-D;X.)B=0; 

ma qui i simboli D„, V„, X„ esigono interpctrazione. A tal’ effetto 
sostituiremo direttamente nella seconda delle (10) i valori di p, e 
Pa, tratti dalla (11); e si ha in tal guisa 

(-9,V.+«,VJA+(D:-9.X.4-«.XJB=0 . 

Paragonando questa relazione con la precedente si conchiude 

D2=«.=.-6r‘ , V„=0 , X,=l. 

Ciò posto è chiaro che nella (lo) il moltiplicatore di A ò una 
funzione di x di grado r — 1 , e quello di B di grado m — n-f-r — 1 ; 
così, lìnchè r non superi «, il grado di A sarà maggiore del 
grado del moltiplicatore di B; e quello di B maggiore del gra- 
do del moltiplicatore di A. Intanto, siccome i valori di a;, che an- 
nullano A, debbono ridurre a zero il moltiplicatore di B, ne se- 
gue che questo moltiplicatore è identicamente nullo finché r sia 
minore, o tutto al più uguale ad n; c perciò sotto questa limita- 
zione è identica l’equazione 

Dr_i Xr_a — 9r^r-j'+' Dr-2 X^ = 0 . 
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Per r=n-hl il moltiplicatore di A è di grado n, cioè dello stesso 
grado di B; e viceversa il moltiplicatore di B è di grado tn, eh’ è 
il grado di A. In questo caso potremmo solo affermare che l' c- 
quazione 

Di* X»+D«_x X^,= 0 

è verificata da’ medesimi valori di x, che annullano A; ma sic- 
come questi valori riducono a zero il termine D*_,X^, , essi 
ridurranno a zero anche la rimanente parte; e da ciò risulta che 
r ultima equazione è parimenti una identità. Dimostreremo in 
un modo consimile che il moltiplicatore di B è anch’esso identi- 
camente nullo per tutt’i valori di r da r=2 fino ad r=tH-l; e 
quindi abbiamo le due relazioni generali 

D;-.Vr-.-9rVr-.+D;_,V^0, (16) ' 

D?_,X,^,— 5rXr_,-i-Dr_»X,=:0 , (17) 

la prima delle quali stabilisce un nesso fra tre consecutive fun- 
zioni qualunque della serie , V, , . . , V„, , e l’altra 

fra tre funzioni della serie X„ , X, , . . , X* , X,+, . 

27. Se si elimina tra le (16) e (17) si ha la relazione 

1 

D;^(Vr_,X -X,_.V,)= d;_x (V,_.X,^x-X,_.X,_,) , 

la quale, facendovi successivamente r=2, 3, . . , r, porge una se- 
rie di identità, che moltiplicate tra loro, membro a membro, dòn- 
no per prodotto 

d: (V,_.X,-Xr_.V,) = dL. (V,X. -X,V.) ; 

ma siccome (n* 24 e 26) Vg=0 , V, = — D* , X<,=1 ,cosl risul- 
ta semplicemente 

V^_,X,.--X,.,V,=DL. . .(18) 

^ 0 sott’ altra forma 

v,_. x,^. =d;_, . 

V, X, 
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In flne, se si risolvano rispetto ad A e B le due equazioni 

Pr-i = AVr_, , 

Pr =AV,. -f- BX^ , 



e si tenga presente che il loro denominator comune equivale a 
, otterremo 



A — I» j (Pr—i^r Pr^r—i) 

"r-i 



*^r-i 



28. Le formole qui stabilite si applicano con vantaggio ad im- 
portanti quistioni, e segnatamente allo sviluppo di una funzione 
fratta razionale in frazione continua. Osserveremo intanto in que- 
sto punto che,fino a che le funzioni A e B sono prime tra loro, ed 
i principali coefficienti de’semplifìcati residui diversi da zero, due 
funzioni successive qualunque, tanto nella serie , V, , . . , 
V, , V, , quanto nell'altra X,^^., , X* , . . , X, , X, , X„ , sono ne- 
cessariamente prime tra loro, vale a dire non possono essere an- 
nullate da uno stesso valore di a?. Di fatti se V,. e V,._, potessero 
esser nulle ad un terapo,allora in virtù della (16) sarebbe pur nulla 
la funzione seguente Vr_,; ma quindi, mutando in questa for- 
mula r in r — 1, si troverebbe anche nulla l’altra funzione V,._, ; 
e cosi continuando, si perverrebbe a conchiuder nulla Tultima 
funzione V, ; il che è assurdo, perchè quest’ultima funzione è una 
costante. Similmente, per essere X„ = 1, si conchiuderà per 
mezzo della (17) che la stessa proprietà compete eziandio all’altra 
serie. Del resto questa proprietà può dedursi anche più immedia- 
tamente dalla (18), la quale a colpo d’ occhio dimostra impossi- 
bile r esistenza di un fattore in x nel primo membro ; impercioc- 
ché questo fattore dovrebbe essere un divisore del secondo mem- 
bro ; il che è impossibile, essendo DJL, una quantità indipenden- 
te da X. 

29. Passeremo ora ad esaminare quali modiGche subiscano i 
risultamenti, che precedono, quando le funzioni A e B non sono 
più prime tra di loro. Noi dunque supporremo ch’esse ammettano 
un massimo divisor comune di grado n — r, che dinotiamo con C, 
ma che non può differire che per un fattor costante dal seroplifi- 
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calo residuo dello stesso grado, vale a dire da pr , di modo che 
dovranno tale uopo verificarsi le n — r condizioni (u“ 21) 

, Dr+,=0 , D,+,=0 , . . , D,=0 . 

Ed ammetteremo inoltre che D, , D., . . , siano tutti diversi 
da zero. Ciò premesso, se indichiamo con A e B i quozienti, che 
si ottengono dal dividere per G le funzioni A e B, avremo 

A = CA' , B=CB'; 

ma è, secondo l’ipotesi, = 0, e quindi a cagione della (II) 

* AVr^_,4-BX,.+,=0 : 

adunque, per la sostituzione de’ valori precedenti di A e B, sop- 
presso il fattore G, del quale non abbiamo a tener conto, risul- 
terà 

A'V,^,-)-B'X,^.=0. (19) 

Osserviamo attualmente che le funzioni A' e B' sono l’una di gra- 
do m — n-t-r , l’altra di grado r ; e poiché le funzioni ed X,+, 
sono rispettivamente di gradi r ed m — n-t-r (n“22), ne segue che 
i gradi delle funzioni A' ed Xr+, sono tra loro uguali, al pari di 
quelli delle altre due B' e V,+,. Ora, siccome le funzioni A' e B' 
sono prime tra loro, si vede che la relazione (19) si trova esatta- 
mente nelle medesime condizioni della (12), e ne deriva che le 
funzioni A' ed Xr+, non possono differire tra di loro che per un 
fattor numerico, al pari delle altre due B' e \r+i‘ 

Cosi noi siamo condotti alla conseguenza singolare e merite- 
vole di attenzione che « il determinante X,+, , fatta astrazione 
» da un fattor numerico, esprime il quoziente della divisione 
» della funzione A pel massimo comun divisore tra A c B; e che 
» similmente l’altro determinante esprime anch’esso ilquo- 
» zienlc della divisione della funzione B per lo stesso massimo 
» comun divisore ». 

30. Siccome le funzioni ed Xr+a hanno per principali 
coefficienti — ed 0 ^ 0 ,+, , e che 0^+, = 0 , parebbe a 

prima giunta che queste funzioni dovessero ridursi ai gradi di 
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ed ; ma posria in virtù delle relazioni generali (16) e 
(17) è agevoi cosa a riconoscere che queste funzioni e tutte le altre 
di grado superiore Vr+, , etc. , etc. debbono 

essere identicamente nulle. In quanto poi alle due serie di fun- 
zioni di gradi inferiori V, , V, , . . , ed Xo , X, , X, , . . , X^ 
è chiaro che debbono sussistere tutte le relazioni stabilite nelle 
formule precedenti ; e due funzioni successive qualunque, sia 
dell'una, sia dell'altra serie, non potranno avere un fattor comu- 
ne funzione di x. 



Trasformazione dr’sempliflcad resldal 
nella Ipotesi che la fanclone B sla la derivata di A. 

31. Quando la funzione B è la derivata di A le quantità D,., 
Vf, Xr, e quindi i semplificati residui, si possono facilmente 
esprimere per mezzo delle somme delle potenze simili delle ra- 
dici dell'equazione- À=0. Supposto in questo caso 

A=a,o:* -hà,a:"“'+ • . , 

' , 

se dinotiamo con la somma delle potenze delle radici del- 
l’equazione A=0, è noto, 0 facilmente si dimostra, che un coef- 
ficiente qualunque b,, della funzione B, che ora riguardiamo come 
derivata di A, è espresso da 

• (20) 

espressione che si annulla tostochè k supera n — 1; di modo che 
si ha la serie di relazioni 

K =a^s„ , =0 

6, <Zj — 0 

ò, =®i s,-)-aoS, , • • -1 -®oS|i-hi=0 

• • • ..... , * • + V»+j=0 

I ’ etc. etc. etc. 
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serie che può continuarsi a piacere. Ma d'altra parte bisogna te- 
ner presente che, essendo B la derivata di A, si ha pure • 

— l)a, , b^—{n — 2)a, , ctc. 

Ciò premesso considereremo dapprima il determinante 
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nel quale, oltre alle prime, ed ultime orizzontali di ciascuna sca- 
la, abbiamo pur messo in veduta la (p-t-1)™'’ orizzontale della 
scala inferiore, e la sua associata nella scala supcriore; e lo som- 
metteremo alla seguente trasformazione, che punto non altera il 
suo valore: 

» Rimanendo immutata la scala superiore, da ogni orizzontale 
» della inferiore toglieremo la sua associata nella supcriore, mol- 
» tipiicatà per s „ , con tutte le altre che la seguono in questa sca- 
» la, ordinatamente moltiplicate per , s, , s, , etc. » 

Sia òji un elemento qualunque della (p+1)*"® orizzontale della 
scala inferiore di , e s’indichi con ^ quello che gli corrisponde 
nel trasformato; cosi per la legge di trasformazione avremo 

• ( 21 ) 

In questa formola l’ indice din, in generale, si estende decre- 
scendo da fi fino a fi—p+1 ; ma è chiaro che quest’indice si esten- 

21 
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derà Ano a zero, se l’elemento appartenga ad una delle prime r 
verticali di , perchè in ciascuna si trova l'elemento iniziale a,. 
Per siflatti elementi adunque il secondo membro deirultima for- 
molo è sempre nullo, perchè il polinomio chiuso tra parentesi, in 
virtù della (20), equivale &b^; e ne risulta che per ciascuno di 
essi si ha ^=0, Così , mentre le prime r orizzontali del tras- 
formato formano una scala di grado r, sono poi nulli tutti gli altri 
elementi delle prime r verticali; e perciò sarà lecito di soppri- 
merne le prime r orizzontali, e le prime r verticali, a patto che 
il nuovo determinante ottenuto in talguisa,e ch’è di grado r-i-1, 
sia moltiplicato per a„ . In conseguenza, chiamando D' questo 
nuovo determinante, avremo 



e supporremo intanto 




(22) 



^0,0 Po,j i^o.» • Po,q • Po,r 
Pt.o Pi.t P,,t • Pt,q • Pt,r 

P' = 

Pp,o Pp.i Pp.» • Pp.q • Pp.r 



Pr.o Pr., Pr.^ • Pr.q • Pr.r 



Siccome l’ elemento (3^ , di questo determinante prowiene dal- 
Telemento bj,,^ della (p-t-l)”"* orizzontale della scala inferiore di 
Dr , è chiaro che per avere l’espressione di Pp^g basta cangiare 
nella (21) l’indice in p-hq ; e con ciò si avrebbe 

Pp,q~^p+q~~~(^p+q^o~^^p+q—i^t~^ ” i) » 

ma essendo per la (20) 

bp+f^(Op_^_gSg-i~(lp^q_,S^-j— • • » 

risulta più semplicemente 

Pp,q=^q^p-i~^q-i^p+i~^ ' ’ "l"®o*p+4 • 

Questa formola porge le espressioni di tutti gli elementi di D'. 
Facendovi successivamente p=0, 1 , 2, • • , r , si ha la serie degli 
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elementi della verticale, espressi nel modo che segue : 

^o,g — “ 1 “ • • ^ 



?r,q — i®r+i "1" • • ”1" ®o*v-t-r • 

Ponendo in queste formole g=0, si ottengono gli elementi della 
prima verticale di D', espressi tutti da monomii; ponendovi g=l , 
si hanno quelli della seconda verticale, espressi da binomii; o 
cosi continuando fino a porvi g=r , si avranno quelli deU’ultima 
verticale, ciascuno espresso da un polinomio di r+1 termini ; 
talché sarà 

« 0*0 «.*o-+-«o*i «.«0 -i- «i*.-t-«o*. • • «r*oH l-«o*r 

« 0 *. «.*.+« 0 *. «.*. ■+■ a.s.-Ha„s, . . o,j.H HOoSr+. 

D'= a,«. aj,-ha„s, «.s.+Oo** • • «r*.-l t-ao*rH.. ‘ 



I«o*r a.»r+«oSr+. «.*i-+-«.Sr+,+«o«r+.-- «r*r-+- ’ • -t-«o*.r I 

È chiaro attualmente che, se questo determinante si decomponga 
in determinanti ad elementi monomii, i parziali determinanti 
debbono tutti annullarsi,eccetto quello che si forma col prendere 
l’ultima verticale semplice in ciascuna verticale complessa (parte 
1“ , n® 48) ; e siccome tutte le verticali di quest’unico determi- 
nante hanno il fattore a „ , chiamando Hr il determinante di gra- 
do r-t-1, che si ottiene dopo aver soppresso da ciascuna verticale 
il detto fattore, vale a dire ponendo 
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si avrà D'=aó'^'Hr ; e quindi in virtù della (22) risulterà 

• ' (23) 

32. Siccome la funzione B è di grado n — 1, sarà Tultimo 
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de'semplifìcati residui, quello cioè che è indipendente dao>;e 
perciò i valori regolari dell’indice r nell’ ultima formula saranno 
tutti gl’interi da 1 ad n — 1 ; pe’ quali adunque si ha la serie di 
relazioni 






dove 



H,= 
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«X «. «X 
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*« • *«-1 • 

*s • *1» 

*4 • *»>+» 



' '*n-i *»— X* ®e«-* 



Per r=0si avrebbe Do=a„H„; mà è ; perciò sarà 

®«=®o*o • Ed in fatti, essendo attualmente «=1, si ha (n“ 26) 
Dj=ò“, e D„=ò„; donde segue, com’esserdovea(n® 31), 6,=o,*o* 
Del rimanente, essendo la funzione B la derivata di A, si ha nel 
caso presente ò„=wa„ ; quindi ; e ne segue «o=n. 

Per r=n si ha 



D»=ar«II, ; 

ma è D„=0 , perchè P„=0 (n" 20, e nota) , quindi sarà pure 
H„=0 ; come in fatti risulta dal sistema di relazioni 

®n*o •+■ • • +®o*n 

®nS. H =0 



®n*n +®«-i*n+i + * ’ ® 

^n^n-hi H l-o„s,«^,=0 



«-fJW-X H l-Oo<B.+;^ 



le quali debbono sempre coesistere ed in qualsivoglia numero ; e . 
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ne deriva eh* è sempre nullo il determinante di »H-1 delle prece- 
denti relazioni, qualunque esse siano;e perciò è nullo H„, il quale 
non ò che il determinante delle prime n+1 di tali relazioni. 

33. Dopo ciò possiamo aflermare che ogni determinante di 
grado superiore ad n-t-l, che abbia la forma del detcrminauteHr > 
è identicamente nullo. Ed in vero essendo 

*o *i • 

• *n4-i *n+a 

*n *n+i • *«» 

*n-n *»+» • ^an+i *»«+» 

se si sviluppa questo determinante nella somma de’prodotti de- 
gli elementi dell’ultima verticale pe’rispettivi complementi alge- 
brici, e si osservi che ciascuno de’complementi è il determinante 
di n-(-l equazioni del sistema (24), si riconosce che i comple- 
menti sono tutti nulli ; e quindi è nullo lo stesso determinante. 
Da ciò poi segue senza più che dev’ esser nullo ogni altro deter- 
minante di grado superiore, in guisa che si avrà in generale 
per tutt’i valori interi e positivi di p, a cominciare 

da p=i. 

34. Applicando a ciascuno degli altri due determinanti e 
le medesime trasformazioni per le quali siam passati dal deter- 
minante Dr ad Hr , è evidente che in quanto al primo di essi X,. 
debba risultare 
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cd in quanto ali' altro determinante , se si ponga in generale 

è chiaro che gli elementi dell' ultima verticale del trasformato 
saranno 0 , — u„ , — w, , . . , — ; e si avrà in conseguenza 
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35. Ponendo per compendio 
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le formole precedenti diverranno 

, v,=-orUr;- (25) 
ed i valori dell’indice r saranno ancora tutti gl’interi da 1 ad n — 1; 
ma sarà anche lecito di porvi r=n (n.® 25). Per r=0 si avrebbe 
Xo=Z„ , e V,= — Uo ; e così è in fatti, poiché si ha l=Xo=Z,, 
e 0=Vj=Uo. Per f=n+l sarebbe 
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ma ciascuno di questi determinanti è identicamente nullo; il 
che subito si riconosce considerando, come al n.° 33, i loro svi- 
luppi in somme di prodotti degli elementi delle ultime verticali 
pe’rispettivi complementi algebrici: complementi che già sappia- 
mo di esser nulli.Quindi risulta che le funzioni ed , le 
’ quali appariscono rispetto ad x di gradi n-f-1 ed n, sono identi- 
camente nulle; e con esse lo son pure in conseguenza tutte le al- 
tre di grado superiore Z„^,, Z„^, , etc. ed U„+, , etc. 

36. Per le formole stabilite in questo articolo tutte le relazioni 
sviluppate dal n.° 22 al n." 26 possono trasformarsi in termini 
delle potenze simili delle radici dell'equazione A=0; ed in par- 
ticolare mediante le relazioni (13) e (14) potranno esprimersi per 
mezzo di queste potenze la stessa funzione A, e la sua derivata B, 
per le quali risulta evidentemente 

H*_,A= UgZ„ , H,_,B= floU,, ; 

vale a dire 
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37. Daremo termine a questo articolo con una osservazione di 
molto interesse , comune alle tre funzioni D^, V,, X, ed allo 
stesso semplificato residuo p,. , la quale consiste in ciò che cia- 
scuna di queste funzioni è divisibile per a„. E di fatti , siccome la 
prima verticale de' determinanti che le rappresentano , contiene 
due soli elementi divetsi da zero, cioè il primo Og, e l’ultimo 6,, 
essendo attualmente b„=nag (n® 31), già si vede che questa ver- 
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ticalc è divisibile per a„; c per sopprimere un tal fattore basta 
scrivere rispettivamente 1 ed n in luogo del primo e dell’ ultimo* 
elemento della prima verticale. 

È chiaro intanto che, in seguito della soppressione di questo 
fattore, il determinante 1)^ diviene una funzione omogenea di grado 
2r rispetto ai due sistemi di coefficienti , a, , a, , etc., e 6„ , 6, , 
b,, etc.; ma sostituendo agli ultimi i loro valori na, , (n — l)a, , 
etc. , risulta che il determinante diviene in fatti una funzione 
omogenea di grado 2r rispetto ai soli coefficienti dell’equazione 
A=0. Così, in particolare, il determinante sarà, dopo la 
detta soppressione, una funzione omogenea di grado 2n — 2 dei 
coefficienti a,, a,, . . , a„. (*) 

38. In conseguenza di queste dichiarazioni, quando nelle ap- 
plicazioni avremo a considerare le funzioni i V, , X, , p,. , in 
rapporto alla funzione A ed alla sua derivata, supporremo co- 
stantemente che da ciascuna sia stato soppresso il fattore a„, 
con modificare semplicemente nel modo detto poc’anzi la prima 
verticale del corrispondente determinante.E, ciò bene inteso, per 
non alterare la nostra solita notazione, continueremo a dinotare 
queste funzioni con i medesimi simboli D^, Y^, fri tal 
che, nella ipotesi di cui si tratta, le formule (23) e (23) diver- 
ranno rispettivamente 



(*) La proposizione enunciata in ultimo luogo sembra dovuta all’illustre 
Jacobi, e dessa è quasi il fondamento della sua bella memoria sul numero 
delle tangenti doppie che può ammettere una ctirva di grado n. (Questa me- 
moria pubblicata iu tedesco nel tomo XL del Giornale di Mat. di Creile, trovasi 
ancora inserita nel'tomo li. degli Annali di Mat. del Tortolini, tradotta in ita- 
liano dallch. Prof. Rubini). Può intanto osservarsi che la proposizione, di cui 
si tratta, V che si estende a tutti i semplificati residui, risulta immediatamente 
dalla estrema evidenza alla quale abbiamo ridotto la legge tanto semplice, che 
presiede alla' loro composizione, ed a quella de’ loro coefficienti, e che. fa ac- 
quistare a queste funzioni una positiva importanza; di che saranno una prova 
alcune delle seguenti applicazioni. 
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1. Supponendo che debbano coesistere le due equazioni 

l - a „,=0 , 

B=6oic" h i-I>« =0 , 

ciò importa che esse abbiano per lo meno una radice comune; e 
quindi i coefficienti dovranno soddisfare ad una certa condizione, 
la quale è il risultamcnto della eliminazione di x tra le equazioni 
medesime, e che chiamasi risultante; ma queste nozioni saranno 
meglio chiarite dal seguente evidentissimo principio: 

Se due o più funzioni intere A{x), B(a:), etc. sono annullate da 
uno stesso valore di x, ogni altra funzione intera che possa dedur- 
sene col combinarle in qualunque modo, anche dopo averle molti- 
plicale per arbitrarie intere funzioni, dovrà necessariamente essere 
annullata dal medesimo valore di x. 

Siano infatti f{x), :p(x), etc. arbitrarie funzioni intere di a: ; c 
consi4eriamo per esempio la combinazione 

A (x) f(x)±B (x) ij/ (x) zt etc. 

Allora, se dinotiamo con F(a;) il risultamento che si ottiene in 
seguito delle possibili riduzioni, avremo l’equazione identica 

A (x) f (x) ± B (x) (x) ± etc. = F (x) ; 

e però, se a sia un valore di x capace di annullare le date funzio- 
ni, risulterà 

A (a) y (a) ± B (a) i (a) ± etC. = F (a) ; 

ma il primo membro è nullo a causa di A(a)=0, B(a)=0, etc. ; 
perciò sarà pure F(«)=0. Cosi qualunque radice comune alle 
equazioni A=0, B=0 è ancora necessariamente una radice del- 
l’equazione F=0. 

2. Date due funzioni intere A(x) , B(x) vedremo che general- 
mente è possibile di dedurne novelle intere funzioni di qualsivo- 

22 
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glia grado determinato, non escluso il grado zero. In quest’ultimo 
caso la nuova funzione sarà indipendente da a; , e però funzione dei 
soli coefTicienti di A e B, la quale, in virtù del principio poc’anzi 
dichiarato, sarà nulla, se le equazioni À=0,B=0 ammettano una 

0 più radici comuni; e, se si tratta di equazioni generali, quella 
funzione uguagliata a zero esprimerà la condizione per resistenza 
di una radice comune; vale a dire sarà la risultante delle date e- 
quazioni. Se poi la nuova funzione dedotta dalle primitive sia di 1° 
grado, ammessa resistenza di una sola radice comune, il che im- 
porta lo svanimento della risultante, l’espressione della radice si 
avrà nel valore di x tratto dalla detta funzione uguagliata a zero. 

3. Ma tuttavia ccnvien rillcttere che la proposizione inversa 
non è generalmente vera; vale a dire potrebbe svanire la risultan- 
te, senza che esista la radice comune; il che dipende dal fatto 
che, potendo ottenersi una risultante con metodi c procedimenti 
diversi, nulla v’ha che obblighi a supporre esattamente identici 

1 risultamenti che si otterrebbero in siffatta guisa. Può dunque 
bene accadere che nella risultante trovata con un certo metodo 
s’incontri qualche fattore, che un altro metodo non introduce; al- 
lora rannullamento di quel fattore trarrebbe certamente con sè 
rannullamento della prima delle due risultanti, ma non però 
quello dell'altra; e quindi la non esistenza di una radice comune. 
Segue da ciò che non possiamo indiffcrcn temente tenere come ri- 
sultante di due equazioni una funzione qualunque de’loro coefS- 
cicnti dedotta dal combinarle in qualsivoglia modo; ma è mestieri 
che la medesima soddisfi a delle condizioni, che or ora verranno 
dichiarate, le quali assicurino esser dessa la vera risultante, cioè 
non ingombra da fattori estranei, c quale perciò fu delta da Eu- 
lero aeqmlio finalis gemiiua. 

4. In ciò che segue noi continueremo a supporre che il grado 
della funzione A non sia minore di quello di fi; vale a dire che in 
non sia minore di n. Ciò premesso osserviamo che tra i molti me- 
todi che si possono immaginare per dedurre dalle funzioni A, fi 
una novella funzione intera di grado assegnato e minore di », si 
presenta naturalmente quello del massimo comun divisore, il 
quale con processo uniforme porge una serie di funzioni di gradi 
decrescenti da n — 1 lino a 0 : funzioni che sono per lo appunto 
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i successivi residui. Cosi, in particolare, 1' ultimo residuo di 
grado 0 è già una risultante delle equazioni A=0 , B=0 ; ma 
essa è ben lungi dall’essere la vera risultante, poiché la natura 
istessa del metodo ordinario introduce necessariamenle nelle suc- 
cessive divisioni de’fattori estranei (veggasi la dimostrazione nelle 
note alla flne), che crescono di numero da una divisione all’altra 
fino aH’ultima; e che perciò rendono inutile la risultante che si 
ottiene in siffatta guisa. Ora questi fattori estranei sono quelli 
precisamente , che abbiamo messo in veduta nel §. precedente 
(n® 14); e quindi nella presente ricerca noi potremo ai completi 
sostituire i residui semplificati p, , p,, . . , Tultimo de’quali 
indipendente da x , equivale a D„ , vale a dire al determinante 
della matrice quadrata a due scale dell’ordine n, relative alle se- 
rie de’coelBcieuti di A e B: determinante il quale è di grado m-^-n. 
Adunque secondo queste indicazioni sarà 

D„=0 

la risultante delle equazioni A=0, B=0; ma resta ancora a pro- 
vare che sia questa una vera risultante. 

Osservvmo a tal’effetto che D„ è una funzione omogenea dei 
coefficienti di A e B, di grado m+n ; ma in particolare omogenea 
e di grado m rispetto a’coefficienti di B, ed omogenea e di grado 
n rispetto ai coefficienti di A. Posto ciò supponiamo che in un 
caso particolare l’equazione B=0 sia ridotta a due soli termini 
contigui qualunque, per modo che in ogni caso con la soppres- 
sione del fattore in x , comune ai due termini, potrà ridursi ad 
un’equazione di 1® grado, come per esempio 

= » ( 1 ) 

da cui poscia ricaveremo 




Sostituendo ora questo valore di x nell’equazione A=0, e poi li- 
berando da’ fratti, si ottiene l’equazione 

necessariamente omogenea e di grado m rispetto ai due coefficienti 
K e àr+.* O™ questa equazione non è che la risultante dell’equa- ' 
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2 Ìone A=0, e dell’equazione (1), la quale dev’esser contenuta co- 
me un caso particolare nella risultante delle equazioni A=0, 
B=0, e deve potersene dedurre annullandovi tutt’i coefficienti 
di B, eccetto i due considerati e 6,+,. Segue da ciò che nella 
risultante generale i coefficienti di B non possono ritrovarvisi ad 
un grado minore di m ; e si dimostra nella stessa maniera che 
quelli di A non vi si possono trovare ad un grado minore di r» . 
Dunque questa risultante generale è necessariamente l'equazione 
D„=0, nella quale non può esistere alcun estraneo fattore; dap- 
poiché con la soppressione di un tal fattore la funzione D„ non 
più conterrebbe al grado m i coefficienti di B, o al grado n i coef- 
ficienti di A ; il che è impossibile. 

5. In silTatto modo abbiamo nella maniera la più semplice ed 
immediata la risultante delle equazioni A=0 e B=0, rappresen- 
tata da un determinante di grado m-hn ; che del resto può subi- 
to trasformarsi in un determinante di grado m (par. 1®, n’ 123 
e 127). Però qui bisogna tener presente che, se questo determi- 
nante è simmetrico, allora la risultante sarà divisibile per oj, 
dove t=m — n; ma questo fattore può sopprimersi all’istante, 
mutando solo le prime e orizzontali in una scala inversa di gra- 
do c, formata con la serie de’ coefficienti della funzione B ; e con 
tal modifica si rende anche più semplice lo sviluppo ulteriore del 
determinante. 

Cercando per un esempio la risultante delle due equazioni 

A=aa;‘-i-àa:®-4-caj'-t-da;-t-c=0 , 

B=^iar’-(-^a;'’-l-rar-l-s=0 , 



possiamo immediatamente e senza calcolo di sorta averla nella 
forma 



a b 
0 n 
0 0 
0 0 
0 0 
0 p 

P Q 



c de 0 0 
b c d e 0 



a b c d e 
0 p q r s 
p q r s 0 
q r s 0 tì 
r s 0 0 0 



= 0 , 
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ap aq ar as 

aq ar-hbq — cp as-{-br — dp bs — ep 

ar as-i-br — dp bs — ep-^cr — dq cs — eq 

as bs — ep cs — eq ds — er 




Essendo attualmente t=l, questa risultante dev’essere divisibile 
per o ; e di fatti il fattore a apparisce, com’esser dovea, nella pri- 
ma orizzontale del determinante, od anche nella prima verticale, 
dappoiché il determinante è simmetrico; e basterà quindi di sop- 
primerlo nell’una o nell’altra linea. 

6. Passando a considerare il caso di più radici comuni alle date 
equazioni, osserveremo che pel principio del mim. 1° queste ra- 
dici debbono tutte, senza eccezione, trovarsi in qualunque equa- 
zione dedotta dalle primitive; mentre se potesse mancarvene al- 
cuna, come |3, si cadrebbe nell’assurdo 

0 = A (^) f (|3) ± B (^) i|( (p) rh etc. = F (^) ^0. 

Quindi supponendo che le radici comuni siano al numero di ft, la 
funzione F(x) non potrà essere di grado inferjore a A; e qualora 
il suo grado sia precisamente uguale a questo numero, l’equazione 
F(a;)=o comprenderà per lo appunto tutte le k radici comuni, ed 
esse soltanto. In questa ipotesi adunque ogni funzione di grado 
inferiore a A, a cominciare da quella di grado k — 1 , dev’essere 
identicamente nulla; e quindi non è più possibile di avere nè una 
risultante, nè l’espressione di una sola radice comune, nè alcuna 
equazione di grado più piccolo di k. 

7. Queste cose debbono adunque accadere quando ledale equa- 
zioni abbiano in effetti più radici comuni, ma se si tratta di equa- 
zioni generali, possono allora domandarsi le condizioni cui deb- 
bono soddisfare i coefficienti affinchè esse ammettano un numero 
definito di radici comuni. Ora dopo i principii stabiliti possiamo 
facilmente risolvere questa interessante quistione. Supponiamo 
infatti che le radici comuni debbano essere ai numero di k, ed 
immaginando che dalle date funzioni A e B sia dedotta una serie 
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di lc+1 funzioni di gradi k, k — 1, . . , 1, 0, che ora dinotiamo 
con F*, F*_,,T . , F,, Fo, siano d*, d,t_,, . . d,, d„ i loro ri- 
spettivi principali coeflìcienti.Posto ciò,segue dalle cose poc’anzi 
dette che le k radici comuni saranno tutte comprese neU’cquazio- 
ne F*=0 ; e di più che le funzioni F*_, , F^_, , . . , F, , F^ deb- 
bono esser tutte identicamentè nulle ; ma perchè ciò possa aver 
luogo è necessario e sufllciente che siano nulli i loro principali 
coefficienti; il che si dimostra precisamente come al n° 21 del §. 
precedente; e quindi risulta che resistenza delle k radici comuni 
è subordinata alle k condizioni dj_,= 0, d*_,=0, .. ,d, = 0, 

d, =0, le quali in tal caso costituiscono un sistema di k risultan- 
ti. Se non che è mestieri di esser sicuro che siano queste delle 
vere risultanti, vale a dire non ingombre di fattori estranei; ed 
a ciò soddisfa pure assai bene il sistema de’ semplificati resi- 
dui Pi, Ptf p^f etc. Adunque, essendo , pn^i ^, , •• , p» funzioni 
di gradi k, k — 1.., 1, 0, possiamo enunciare il seguente teorema: 

Affinchè le equazioni A=0 e jB=0 possano ammettere k radici 
comuni è necessario e basta che siano nulli i principali coefficienti 
di tutti gli ultimi k semplificati residui corrispondenti alle funzioni 
A e B; vale a dire da quedo di grado k — 1 fino a quello di grado 
zero ; ed allora l'equazione, che comprende esclusivamente queste k 
radici, è quella che si ottiene uguagliando a zero il semplificalo re- 
siduo di grado k. 

Cosi le condizioni di cui si tratta saranno espresse da 
D„=0 , D„_j=0 , Du_,=0 , • . , ; 

e, quando in effetti esse sono verificate,ogni radice dell’equazione 

P»-ik=D,^_n,o 

sarà una radice comune alle due equazioni date A=0, B=0. 
D’altra parte è evidente che le condizioni qui stabilite non pos- 
sono essere affette da fattori estranei, perciocché qualunque fat- 
tore estraneo, capace di annullare tutte le funzioni , 

D,_j 4 ., , sarebbe un fattore estraneo alla prima D„, che già sap- 
piamo di non poterne ammettere. 

8. Nelle applicazioni del teorema che precede è utile di tener 
presente che rannullamento de’ principali coefficienti de’ sempli- 
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Acati residui, da quello di ^rado k fino a quello di grado zero, 
importa anche l’annullamento di tutti gli altri coefficienti di que- 
ste funzioni; il che rende manifeste altre relazioni, le quali, quan- 
tunque non diano luogo a novelle condizioni, valgono non per 
tanto a rendere più semplici le k condizioni necessarie per resi- 
stenza delle k radici. 

Considerando per un esempio le due equazioni 
x’'-hb^x -hb,=0 

perchè possano ammettere una radice comune bisogna che sia ve- 
rificata la condizione 



1 K K 

6, 0,6, — <*a+6, 0,6, — 0, 




( 1 ) 



il primo membro della quale è il determinante simmetrico, con 
cui possiamo rappresentare l’ ultimo de’ semplificati residui, in- 
dipendente da X. Volendo che le equazioni proposte ammettano 
due radici comuni , alla condizione che precede bisognerà ag- 
giunger l’altra 



1 K 

6, 0,6.— Oa-1-6. 



= 0 , 



(2) 



che si forma uguagliando a zero il principale determinante della 
matrice costituita con le due prime orizzontali del determinante 
in (Ij, poiché è desso il principale coelficiente del residuo di 1“ 
grado. Intanto, dovendo ancora esser nullo il secondo determi- 
nante di questa matrice, vale a dire dovendo essere 



1 6. I 
6, 0,6,— o. 



=0 , 



( 3 ) 



se si sviluppa il determinante (1) nella somma de’prodotli degli 
elementi deirullima orizzontale pe’rispettivi complementi alge- 
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brici, è palese che di questa somma non resta che il termine mol- 
tiplicato per 6, , primo elemento dell'ultima orizzontale; e quindi 
la condizione (1) si riduce a 

K à, 

djàj — — ®» 

e siccome non è nullo il primo fattone b, , poiché ciò farebbe ac- 
quistare una radice nulla alla seconda delle equazioni date, che 
non è il caso nostro, dovrà invece esser nullo il secondo fattore, 
il quale può ridursi in virtù della (2), con sostituirvi òj invece 
di 0,6, — o, + 6j,; e si vedrà così che questa condizione non è 
diversa dalla ( 3 ). In conseguenza le ( 2 ) e ( 3 ) sono le condizioni 
/ . suflìcienti perchè le equazioni proposte ammettano due radici co- 
muni; 0, ciò che attualmente è lo stesso, affinchè la prima sia 
esattamente divisibile per la seconda (*). 

9 . Tra moltissimi altri metodi immaginati per ottenere la risul- 
tante di due equazioni dobbiamo qui limitarci ad esporre breve- 
mente quello conosciuto comunemente sotto il nome di metodo 
abbreviato di Bezout, che può ridursi a quanto segue. Siano le 
due equazioni di gradi uguali 

0 , B=6oa:"-f-6iic’*“‘-|-..-t-6„=0 . 

Riunendo in ciascuna i primi p termini possiamo scrivere 

B=(6„«P-’-)-6,®P-*-+-..-)-6^,)a;"-P^‘+6pa;’*-P-H..-t-6,=0, 

t 

e cade sott’occhio che, se si moltiplica la prima equazione pel 
coefficiente della potenza nella seconda, e questa, vicever- 

sa, pel coefficiente della stessa potenza nella prima, e quindi si 
sottragga il primo prodotto dal secondo, la differenza sarà di gra- 

(‘) V. Serret, Cours d’Jlgéhre supérieure, 2.* edizione, pag. 66 , ove lo 
stesso esempio è trattato col teorema di Lagrange. 
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do « — I ; c però dinotando questa dilTeicnza con si avrà 


={a^xP-‘+..-\-ap_,){bpX’^-P-hbp^,x''-i’-'+..-hb„) , 

—{b„xP-'-h.,-hbj^^){apX’'-P+ap^,x*~>^'±..+a„) j 

ma, immaginando eseguiti gli sviluppi, questa equazione di gra- 
do n — 1 ordinata secondo le potenze decrescenti di x prenderà 
la forma 

^ • • +^p,»=0 , (5) 

dove si ha in generale 

®p,j ®o^p+fl— I ~l“^i^p+}— a “t” • • “l~®p— a^J— I ”l“®p— 

(^o^p+j— ^P-H7— a 1 ' * ”i“^p— a^9— * 

o più brevemente, secondo una notazione concisa altra volta con- 
venuta (part. 1®, n® 122) , 

®p,j^(®0^p+}— ■ ' ”i”(®p-a^5— i)"i"(**p-i^j) • (®) 

Ciò premesso dando a p i successivi valori 1 , 2, 3, . ., n, si ot- 
tiene dalla (6) il sistema delle seguenti n equazioni, tutte di gra- 
do n — 1, 

V. =c.,. a:"-' -t- „ a:"-’ -f- . . -+-c,,„ a:”=0 \ 

Ya =c,., x”-' -I- „ a:”-* -+- . . -4-c.,„ a;®=0 J 

Y, =c... x"-* -+- c,,. a:"-’ -+- . . 4-c,_„ a^=0 } , (7) 



Vn -h c„,.a:"-® -t- . . -t-c„,,a;®=0 j 

le quali debbono coesistere con le equazioni date, se queste hanno 
una radice comune; ed in tal caso i coefficienti delle (7) dovranno 
soddisfare ad una equazione di condizione, che può subito otte- 
nersi eliminando da esse le n potenze a;"“‘ , a ;"~® , . . , x, x° , 
considerate come altrettante incognite a 1° grado. Chiamando 
adunque K„ il determinante delle equazioni (7), la condizione di 

23 
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cui trattasi sarà espressa (§. I, ti° 7) da K„=0 , dove si ha 

• *'i,n 

n— 1 

^n,i *'«,« • ^n,» 

c questa condizione in conseguenza sarà una risultante delle equa^ 
zioni A=0, B=0. A ciò può ridursi in sostanza il così detto me- 
todo abbreviato di Bezout per ottenere la risultante di due equa- 
zioni di gradi uguali; e poiché le quantità Cp g sono, come vedesi 
dalla (6), funzioni lineari tanto delle a„, o,,a,, etc., quanto 
delle ào , à, , àa , etc., ò chiaro che K„ é una funzione di grado n, 
tanto rispetto alle prime quantità, quanto rispetto alle altre; c 
perciò la risultante K„ = 0 non può essere affetta da fattori 
estranei (n“ 4). 

Ma, a prescindere da queste considerazioni, faremo osservare 
ohe la formolo (6) coincide esattamente con quella sviluppata nd 
n.*’ 124 della 1® parte per trasformare i successivi determinanti 
delle matrici a due scale di gradi uguali, formate con le serie di 
coefficienti delle funzioni A e B; e da cjò segue che K„ è un de- 
terminante simmetrico equivalente a D„, determinante della ma- 
trice quadrata a due scale ciascuna di grado n, relative alle dette 
serie di coefficienti. 

In siffatta guisa noi siamo condotti nella più semplice maniera 
a riconoscere che la risultante ottenuta col metodo abbreviato di 
Ilezout, nella ipotesi che i gradi delle equazioni siano uguali, 
coincide nel fondo con quella cui mena il metodo del massimo 
comune divisore, modificato con la nozione de’semplilìcati residui. 

10. Del rimanente nella stessa ipotesi il metodo di Bezout può 
somministrare immediatamente anche la serie completa de’sem- 
plificati residui. In fatti è già evidente che la funzione Y, , ossia 
il primo membro della prima equazione del sistema (7) , è per 
lo appunto l’espressione del primo de’ semplificati residui, vale 
a dire di p, . Inoltre è manifesto che l’espressione del residuo 
semplificato p, si ottiene eliminando tra le due prime equazioni 
del detto sistema la più alta potenza , a patto però che que- 
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sta eliminazione si esegua formando un determinante di 2 .*’ gra- 
do con i coefHcienti di tale potenza c con le rimanenti parti delle 
due equazioni ; in guisa che si avrà 

_ c... c... ic""* + c,,. -f- . . + c,.„ 

c,,, c,_, -h c,,, ìb"“’ -h . . + c, „ 

Similmente si ottiene il sempliGcato residuo p , , eliminando con 
lo stesso metodo tra le tre prime equazioni le due più alte po- 
tenze a:"“‘ ed x"~* , per modo che sarà 

c,., c.,. 

p,= c,_, Cg_, c, , aj**"’ -4- . . -t- c, ,, . 

c».i c.,i + ••-»- c.,„ 

E cosi continuando si avranno gli altri sempliQcati residui; ma in 
generale è chiaro che l’espressione di un residuo qualunque p, è il 
determinante di grado r, che si forma con le prime r orizzontali 
della matrice del determinante K,, riunendovi in una le ultime 
n — r-4-1 verticali, ordinatamente moltiplicate per le successive 
potenze , x“ , x, 1 ; e quindi avremo 

C.,. C,., . C,,rX’^''-4-,. + C,,„_,X4-C,,„ 

^ *«.« • I + • • + ^-a,»— i®"l”®a.n 

^r,i ''r.a • ®r,r— i *" 4- . . -f- Cr,n_,X-4-Cr,» 

Ma se si trasforma l'ultima verticale, aggiungendole tutte le altre, 
ordinatamente moltiplicate, a cominciar dalla prima, per le suc- 
cessive potenze x "~' , x*^" , . . , x’*”*'^' , osservando alle (7) è pa- 
lese che gli elementi della verticale trasformata divengono Y, , 
Y, , . . , Yr . Inoltre siccome in virtù della (4j si ha 

Y,=Ba„— A 6 „ , 

Y.=B(a„x+a,)— A( 6 „x 4 -à,) , 

Y,=B{a„x'+-a^x+a,) — A( 6 „x*-t- 6 ,x 4 -à,) , 



Y,=B(a„x’‘~'4-a,®’‘ '4->-+ar-,)— A(àoX’' '4-6,x’'-*4-..-|-6,._,), 
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si comprende che il nuovo determinante può spezzarsi in due 
parli, runa molliplicola per A, l’allra per B ; e quindi se i mol- 
tiplicatori di A e di B si dinotano rispettivamente con VJ. ed XJ. , 
vale a dire se pongasi 

^r.i ■ ^i,r— I 

^«,1 ^a,a • ^a,r— X flj 

C,,x f»,a • <’x,r-x a„x^+a,x+a^ 



fr.x Cr.a • fr,r-x H«r-x 

r 

^i.i ^j,a • X 

^a,i ^a,a • ^a.r— x Òj 

fx.x Cx.a • C.,r-x ÒX + fc.X-f-Ò, 



fr.x <“r,a • • -d" *r-x 

pel semplificato residuo p, avremo evidentemente l’ espressione 
P^BX; — Av; . 

Ma è poi manifesto che i due determinanti XV e\'V non sono al- 
tra cosa, che quelli in cui si mutano i due determinanti già dino- 
tali con X^ cV^ (§. prcc. n® 22), quando si applica a questi ultimi 
la trasformazione sviluppata nella 1“ parte dal n° 123 al n“ 120, 
in guisa che, nella ipotesi della uguaglianza de’ gradi delle fun- 
zioni A e B, si ha 

X',= X, , . 

11. La risultante di due equazioni di gradi disuguali m ed n 
(sempre ritenuto m maggiore di n, e, come al solilo,»» — n = s) 
può ancora farsi dipendere dal metodo di Bezout , con riguarda- 
re l'equazione di grado n come caso particolare di un’equazione 
di grado m ; il che può farsi in due modi, o supponendo nulli 
i coefficienti delle s più alte potenze a-”', o invece 

supponendo nulli quelli delle t più basse potenze jc*"*, x^~^,.. , x, 
x° . Esamineremo brevemente questi due modi, entrambi consi- 
derali dai geometri. 
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Secondo la prima maniera si tratta di applicare il metodo alle 
due equazioni , 

A=a„a;"'4-a,x"'“'+ • • l-a„=0 , 

, 

dove però, a calcolo finito, bisogna porre 

ò,=0 , ft.=0 , 6.=0 , . . . ò,_,=0 ; 

con che la seconda equazione va ridotta a 

•• - i - 6^=0 . 

Ora, conformemente al primo caso, nella ipotesi attuale perver- 
remo alla risultante lfm=0 , essendo 



K,„= 



ma, siccome gli clementi del determinante K„, sono sempre defi- 
niti dalla formola (6), ne segue eh’ esso è identico col determi- 
nante simmetrico nascente dal trasformare , col metodo svilup- 
pato nel n“ 127 della 1* parte, il determinante a due scale di gra- 
di disuguali D„ , il quale esprime l’ultimo de’semplificati residui 
corrispondenti alle funzioni A e B , di gradi m ed n; ma allora 
il determinante K„, sarà divisibile per a* ; e però dovendo essere 



D„= ^ K„. , 



la vera risultante sarà 



n-K„ = 0. 



Del rimanente per sopprimere dal determinante K„ il fattore a*, 
basterà mutarvi le prime e orizzontali in una scala inversa di 
grado e , formata con i coelBcienti di B (par. 1*, u® 128); ed allo- 
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ra, se si dinota con K|„ ciò che diviene H determinante K„, , in 
seguito della detta modifica si avrà 

_1_ ir ir>. 

-c > 

0 

c quindi sarà K(„=0 la risultante delle date equazioni. 

12. Il metodo del Bezout può, nel caso che si considera, (prnire 
ugualmente le espressioni di tutti i semplificati residui p , , p„ 
etc. Ma ora , seguendo il procedimento tenuto nell'altro caso 
(n° 9), per ottenere l’espressione del primo semplificato residuo 
p, , eh’ è una funzione di grado n — 1 , bisognerà impiegare tutte 
le prime s -h 1 equazioni del sistema 

Y.=0 , y.=0 , . . , Y,_,=0 , Y,=0 , Y,.^.=0 , . . , Y„=0 , 

dalle quali col metodo allora indicato possono eliminarsi tutte le 
potenze superiori ad n — 1. Ed a tale uopo è necessario di osser- 
vare che le prime > — 1 funzioni Y, , Y, , . . , Yj_, non sono già, 
al pari delle altre, di grado m — 1 , ma sono rispettivamente di 
gradi n , n-i-1 , n+2 , . . , m — 2 , poiché nel caso attuale es- 
sendo b^O , 6,=0 , . . , às_,=0 , si ha (*) 

Y. 

Y* =B(a,a;-Ha.) , 



Y,-.=B(a,a:‘-*+a,a:‘-’H ho,_,) , 

Y, =B(aoX*“‘-<-a,a;*-*H ha,_,) , 

Y,+.=B(a„a5* ho, )— Aà, . 

etc. etc. etc. 

Similmente impiegando le prime t-|-2 equazioni otterremo p,; 

( ‘ ) Da ciò risulta che nel caso presente la funzione Y, è mancante delle 
più alte « — 1 potenze; che la seconda Ya manca delle c — 2 più alte potenze; 
che la terza Y. manca delle s — 3 più alte potenze, e così di seguito Gno alla 
funzione Y,_, , che mancherò solo della più alta potenza Ora tutto ciò 
equivale a dire che per la prima si ha c, , , = c, , a = . ■ = c, , = 0 ; che 
similmente si ha per la seconda c,, , =c,, a= • •=Ca,»-*=0; e così di se- 
guito fino alla funzione Yc_, per la quale si ha solo C(_,, ,=0 . 
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ed in generale avremo l’espressione di pr impiegandó tutte le pri- 
me « -i-r equazioni. Ma d’altra parte è chiaro che questa espres- 
sione può subito aversi nel determinante di grado « + r formato 
con le prime c -+- r orizzontali del determinante K„, riunendovi 
in una le ultime n — r-f-1 verticali, ordinatamente moltiplicate 
per le successive potenze x*~’^ , x , x°.'E se aH’ultima 

verticale del determinante , che si ottiene in tal guisa, si aggiun- 
gano tutte le altre,ordinatamente moltiplicate, a cominciar dalla 
prima , per le successive potenze x"*"’ , , . . , , ri- 

sulterà 



^1,1 1 

*'1,1 1 

• • • . • 

• *'»— i,c+r 

*'1.1 • ^£,t+T-I 

^*+1,1 ^t+t.% * 

^t+r,a * ^n-r,t-t-r 

13. Inoltre, tenendo presenti le espressioni delle funzioni Y, , 
Y, , , Yf+r, è manifesto che l’ultimo determinante può decom- 

porsi in due parti , l’ una moltiplicata per B , l’ altra per A ; e 
quindi si ha, come nell’ altro caso, 

p,=Bx;-Av:, 

dove è ciò che diviene il determinante in (8) mutandovi solo 
gli elementi deH’ultima verticale nelle espressioni 

a„ , a^x+a, , .. , l-ar+e_,- 

E similmente VJ. è ciò che diviene lo stesso determinante in (8) 
annullandovi nell’ ultima verticale i primi < elementi, e cangian- 
do gli altri nelle espressioni 

6, , 6,x- 4-6,^, , . . , hòr+,-, • 

Del rimanente è chiaro che XJ. e V{. sono i trasformati de’ de- 
terminanti già dinotati con X^ e V,. ( §. II. n® 22) , mediante il 
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metodo sviluppato nel n“ 127 della 1* parte; ma quindi essi sono 
divisibili per a® ; cper sopprimerne un tal fattore si comincerà dal 
mutare in ciascuno le prime s orizzontali in una scala inversa di 
grado £, formata con i coeflìcienti , b„^; ma poscia 

per riguardo al primo X/ dovranno annullarsi neH’ultima verti- 
cale i primi £ elementi ; ed in quanto al secondo è chiaro che bi- 
sogna mutare gli stessi t elementi nelle successive potenze 1 , 
X , x^ , . . , x‘~' . In conseguenza chiamando 'S./ e V/ ciò che 
rispettivamente divengono X/ e V/ dopo la detta modifica , 
avremo 




14. Risulta da tutto ciò che le k condizioni necessarie per 
resistenza di k radici comuni alle equazioni A=0 , B=0 equi- 
valgono alle seguenti 

» Kfit— 1 • • » Kro-i+i — ® • 

le quali nel caso presente costituiscono il sistema delle risultanti 
delle equazioni A=0 , B=0 ; ed intanto l’equazione che com- 
prende le k radici comuni sarà 

Inoltre le rimanenti m — k radici dell’ equazioni A=0 saranno le 
radici dell’equazione di grado m — k 

^ yl Xf A. 

n-Ai+i — "TX n-k+i — -'•n-Jt+i — ” » 

Uo 

e le rimanenti n — k radici dell’ altra equazione B=0 , saranno 
quelle dell’equazione di grado n — k 

V V' . — V" t =0 . 

’ fi— Jk4*i — * n— fc+x ’ n-k-hx 

15. L’altra maniera di far dipendere la risultante delle equa- 
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zioni A=0 e B=0, di gradi m ed n, dal metodo di Bezout, consi- 
ste, come già si ò detto, nel riguardare 1’ equazione di grado n 
come un’ equazione di grado m, ma nella quale fossero nulli i 
coefGcienti delle s più basse potenze , x , x" ; di 

modo che nel fatto questa equazione è ciò che diviene la B=0 
moltiplicandola per ossia per x‘ . Cosi nel caso attuale trat- 
tasi di applicare il metodo indicato alle due equazioni di gradi 
uguali 

l-a,»=ù , 

x‘R=b„x”'-{-b,x'"~' \-h„x‘=0 , 

la seconda delle quali può ritenersi come completa, ma a patto di 
porsi, a calcolo finito , 

Ora, senza entrare in altre considerazioni , osserveremo che la ri- 
sultante delle due soprascritte equazioni può aversi uguagliando a 
zero il determinante della matrice quadrata a due scale, ciascuna 
di grado m, formate con le due serie di coefiìcicnti 

> • • » » ' • » > 
bo » Ò, , . . , , 6h4., , • • , b„^ \ 



ma siccome in ciascuna orizzontale della scala inferiore bisogna 
annullare gli t elementi , b „^, , . . , , ponendo mente alla 

forma del detto determinante , si fa manifesto che sia lecito di 
sopprimervi tutte le ultime « orizzontali della scala (aj (par. 1*, 
n° 42) , a patto tuttavia che il determinante che si ottiene in tal 
guisa sia moltiplicato per a', . Ma d’altra parte è evidente che 
questo determinante non è altra cosa che il determinante della 
matrice quadrata a due scale di gradi n ed m , costruita con le 
norme dichiaratene! n°115 della prima parte; e che perciò ò l’ul- 
timo de’ semplificati residui corrispondenti alle funzioni A e B. 
Adunque, se sì cerca col metodo di Bezout la risultante delle due 
equazioni A=0 , a:‘B=0, questa risultante sarà divisibile per al; 
e sopprimendone un tal fattore si avrà la vera risultante delle 
equazioni A=0 , B=0 . 

2 4 
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IG. Si può modificare questo metodo in guisa da giungere 
direttamente alla vera risultante. Se l’ equazione A=0 si mol- 
tiplica successivamente per le potenze x"~", x*,x, 1, 
e l’equazione B=0 si moltiplichi per le m potenze successive 
1 , a; , x* , . . , a;™-’ , a:"^* , si ottiene un sistema di tn-f-n equa- 
zioni, delle quali le prime n sono digrado decrescente dam-t-n — 1 
fino ad m; e le altre m equazioni sono di grado crescente da n 
ad m-hn — 1. Ora le dette equazioni contenendo le m+n potenze 



w 9 ^ 1**9 ) w 9 «A/ f 



potremo eliminarle riguardandole come altrettante incognite a 
primo grado , ed il risultamento di tale eliminazione, il quale 
non è che il determinante delle equazioni medesime, sarà una ri- 
sultante delle equazioni A=0 , B=0 . Ora è chiaro che questa 
risultante riproduce il determinante della matrice a due scale di 
gradi n ed m formate con le serie de’ coellicienti di A e B , e 
quindi fultimo de’ semplificati residui (’). 



DETERBINANTI DELLE EQUAZIONI, E RADICI MULTIPLE. 

1. Dinotata come al solito con A una funzione di x di grado n, 
e con B la sua derivata, supporremo 

A=a,a:"-t-a,a:""‘-i \-a^^x-\-a„ , 

B=à,a:"~’+6,a;"-*-+- .. ; 

e sarà quindi 

b„=na , , 6,=(rt— 1 ) 0 . , 6.=(n— 2)o, , . . , ò„_.=o„_, . 

Ciò premesso, se si considera in ordine inverso la serie de’prin- 



(’) Questo metodo elegantissimo per ottenere la risultante di due equa- 
zioni è dovuto all’illustre Sylvester, che lo ha detto metodo dialitico di eli- 
minazione. V. il Philosophical Hagazine. lune ISil. 
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cipali cocflìcieiili de'senapiificati residui, corrispondenti alle fun- 
zioni A c B, otterremo il sistema delle n — 1 quantità 

I > D«— * » • • » r ’ r— I > • • » » Di i 

le quali sono funzioni omogenee delie costanti n„ , , . . , , 

ciascuna di un grado doppio dell’ indice corrispondente ( §. II. 
n*37 e 38). Ora noi distingueremo questo sistema col nome di 
sistema de' successivi determinanti della funzione A, o dell'equazio- 
ne A=0 ; e però sarà D„_, il primo determinante della funzio- 
ne; D„_, il secondo: D„_, il terzo; e cosi di seguito (*). 

2. Risulta da questa convenzione che il primo determinante 
della funzione, non è altra cosa che l’ ultimo de’ semplificati re- 
sidui corrispondenti alla stessa funzione ed alla sua derivata, il 
quale è di grado zero in riguardo ad x ; mentre poi il secondo de- 
terminante, il terzo, il quarto, etc., sono rispettivamente i prin- 
cipali coefficienti de’ residui di 1“ grado, 2° grado, 3“ grado, etc.; 
di tal che, in generale, il A”" determinante ^ sarà il principale 
coefficiente del residuo di grado k — 1 . 

3. È già noto che se il primo determinante della funzione A è 
diverso da zero, questa funzione e la sua derivata saranno prime 
tra loro; ma nel caso opposto queste funzioni debbono ammettere 
un divisore comune in x, il quale sarà di grdo n — r (§. II, u“ 21) 
se, insieme al primo, siano nulli nel tempo istesso tutti i primi 
n — r determinanti 



Dn— I » , • • , , D,. . 

£d in questa ipotesi il quoziente della divisione di A pel detto 
comun divisore sarà la funzione di grado r, che sotto forma di 
determinante abbiamo indicata col simbolo Xr (§• II, n.* 29 e 34). 

Ora tutto ciò in altri termini equivale a dire che le radici della 
equazione A=0 saranno tra loro disuguali, se non è nullo il suo 

( ‘ ) Il primo di questi determinanti, fatta astrazione da un fattore dipen- 
dente solo dal principale coefficiente, equivale , come si vedrà poco innanzi, 
a quello che fu chiamato dall’illustre Gauss determinante dell’ equazione ; 
e che poscia ha formato il soggetto di profonde ricerche de’ più grandi anali- 
sti ; ma pare, e ciò che segue ne sarà una pruova, che non sia meno interes- 
sante la cousiderazione degli altri determinanti, che abbiamo messo in veduta. 
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primo determinante D„_, ; ma in altro caso l’ equazione avrà per 
lo meno due radici uguali ; e On qui si tratta di una proposizione 
conosciuta. Ma ora possiamo aggiungere che, se è nullo il primo 
determinante, senza esserlo il secondo D„_, , l’equazione avrà due 
sole radici uguali, vale a dire una radice doppia; e però n — 1 ra- 
dici distinte, che saranno tutte le radici dell’equazione X„_,=0. 
Se poi siano nulli i due primi determinanti, senza esserlo il terzo 
D„_, , l’equazione potrà ammettere o una radice tripla, o due ra- , 
dici doppie ; ed in conseguenza n — 2 radici distinte, che sarauno 
le radici dell'equazione X,^_,=0. Se fossero nulli i tre primi de- 
terminanti, senza esserlo il quarto D„_^, l’equazione potrà avere 
o una radice quadrupla > o una radice tripla ed una doppia , ov- 
vero tre radici doppie ; ed in ogni caso n — 3 radici distinte. Ma 
ora, senza più, è manifesto che, se sono nulli i primi n — r deter- 
minanti, l’equazione potrà ammettere diverse radici multiple, ma 
le radici distinte saranno al numero di r, contando, come già s’in- 
tende, una sola volta ogni radice multipla ; e quindi possiamo e- 
nunciare il seguente teorema: 

L equazione A=0, digrado n, ammetterà soltanto r radici di- 
stinte quante volte siano nulli i suoi primi n — r determinanti. E 
tali radici saranno tutte comprese nell’ equazione di grado r (’) 



1 


a, . 


^r— a 


«r- 


. «r 




0 


0 


a„ . 


«r-3 


«r- 


a I 




0 


» 


0 . 


«0 




a* 




0 


0 


0 . 


0 




«. 


Or 


0 


0 


0 . 


0 


0 


K 




1 


0 


0 . 


0 


K 


K 


(>r 


X 


0 


0 . 


K 


K 


K 




x' 


0 


K . 


K-, 


s 




2 


a;’’-' 


n 


b, . 






K 


^ar— I 





( ' ) i\un esiste , per (pianto è a nostra notizia , verun altro teorema che 
possa dare all’ istante, come quello che qui si enuncia, Teqiiazione che com- 
prende le sole radici distinte di un’equazione , che ammette radici multiple. 
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4. Segue da questo teorema che, se sono nulli tutti i determi- 
nanti dell’ equazione , la medesima avrà uguali tutte le radici , 
vale a dire avrà una sola radice multipla di grado n, che sarà ra- 
dico deir equazione 



X,= 



1 a. 0 
0 b„ 1 




n à, X 



la quale, sostituendo a e 6, i loro valori na^ , (n — 1) a, , e poi 
sottraendo dall’ ultima la prima verticale moltiplicata per n, si 
riduce ad 

nflo 1 

— a, X 

Così nel caso che si considera la funzione A non può differire che 
per un fattor numerico dalla potenza n*"“ del binomio m^x-i-a^. 
6. Invece delle funzioni ed » che sono espresse immedia- 

Ma oltre a ciò osserveremo che i principii, ond’esso deriva, possono condurre 
a risolvere delle quisUoni di una difllcoltà anche maggiore, come sarebbe per 
esempio, se si trattasse delie condizioni , cui debbono soddistare i coelficienti 
di un’ equazione di grado assegnato , affinchè la medesima possa ammettere 
una 0 più radici di un dato grado di moltiplicità : qiiistione questa importan- 
tissima specialmente in fatto di singolarità delle curve. Cosi, se si domandano 
le condizioni affinchè un’equazione possa ammeltere una radice tripla , si ve- 
drà che in primo luogo bisogna che si abbia D»_, = 0 e D*_,= 0; 
e che di più in questo caso debbono essere uguali le due radici dell’equazione 
di 2° grado 

®n— • 

il di cui primo membro è l’ antipenultimo de’ semplilìcati residui ; e ciò esige 
com’ è chiaro che sia soddisfatta la terza condizione 

D|,_j,i=4D„_, • 

Se la proposta equazione dovesse ammettere due radici doppie, oltre alle due 
condizioni D„_, =0 , D„-, = 0 , si esigerebbe evidentemente che fosse un 
quadrato perfetto la quantità . Ma queste quistioni 

meritano uno sviluppo più esteso , che ci riserbiamo di dar loro in altra oc- 
casione. 



= na„a:-|-a,=0 . 
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tamcnte in termini delle costanti della funzione A, possiamo nelle 
applicazioni del precedente teorema far uso delle corrispondenti 
funzioni e Z^, che sono espresse per mezzo delle potenze simili 
delle radici dell’ equazione A=0(§. II, n* 31 e 35). Quindi sic- 
come si ha in generale (§. II, n® 38) 

Dr=ar H, , 

risulta che la detta equazione di grado n ammetterà soltanto r 
radici distinte quando siano soddisfatte le n — r condizioni 

equivalenti ordinatamente alle seguenti 



*0 *0 «. • *»-. *0 • »r 

I *1 • ^r+i 

S, . — 0, S, S, . ==0, S, S, . 5^^., 0 j 



ed in tal caso le r radici distinte saranno tutte le radici dell’e- 



quazione 

ii(f 

«Hi-fi. 4 t' ■ 



*r-i ^ 



= 0 . 



*rH-i • *»r-« ^ 



-6. Siano a, , a, , . . , a„ le n radici dell’equazione A=0 , e 
pongasi 
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Eg]i è noto che questo determinante equivale al prodotto delle 
differenze a due a due di tutte le radici, prese secondo un’ordine 
già dichiarato (par. 1*, n®52, es. 2?) ; e però usando una notazio- 
ne convenuta, sarà 

P — n (a, , , a„) • 

Intanto , se si elevi a quadrato il determinante P , operando per 
orizzontali, e si tenga presente che 

o, -f- a, -H a, -t- • • + a„ — «r » 

si riconoscerà subito che il quadrato di P è identico al determi- 
nante figurato per lo innanzi con ; vale a dire si ha 



• 


P’=H„ 


I 5 










e quindi risulta 


















«0 


*. 




*»-. 








s. 




Ss • 


«» 




P’=n'(a, , a, , . 


• * “«)= 






Sa 




• 






*»- 




Sn~t-j • 


a 




Questa relazione dimostra che il derminante H„_, 


, esprime il va- 



lore assoluto dell’ultimo termine dell’equazione ai quadrati delle 
differenze delle radici dell’equazione A=0 ; e però questo ter- 
mine sarà espresso da 

(-1) “ H„_. ; 

e siccome , è manifesto che il detto ultimo ter- 

mine può ancora essere rappresentato da 

, ») ' 



Ciascuna delle espressioni qui recate equivale adunque al prodotto 
di tutte le differenze, sì positive che negative, delle radici dell'e- 
quazione A=0 ; ed è questo prodotto che suol chiamarsi deter- 
minante dell’equazione (nota al n“3).Vedesi pertanto che il deter- 
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minante dell’ equazione A = 0 non differisce dai nostro primo 
determinante D„_, che per un fattore funzione del solo principale 
coefficiente dell' equazione. 

7. Dinotando r un numero qualunque minore di n, è evidente 
che il determinante di grado r ‘ 

*1 • *r— 1 

s, .S, . Sr 

Sg 5j .Sj • * 

• • • • • 

*r— 1 *r *r+i • *»r-» 

è il principale minore determinante di H„_, , formato nelle pri- 
me r orizzontali; e quindi può essere riguardato come il quadrato 
della matrice costituita dalle prime r orizzontali del determinan- 
te P (par. 1*, n.° 69), vale a dire come il quadrato della matrice 







Ma il determinante che si ottiene elevando a quadrato questa ma- 
trice equivale alla somma de’ quadrali di tutti i suoi determinanti, 
cioè di quelli che si ottengono combinando le sue verticali ad r 
ad r, così potremo scrivere concisamente 



*0 *I *« • *r-i 




111 .1 






“i “» «I • “r 


S, S, . *r+i 


=2 


fisa 8 

«1 • «r 


• « • • • 


il 


• • • • • 






r— I r—i r_i r— i 






«I «8 «s • «r 



avendo messo in veduta sotto la caratteristica della somma il qua- 
drato del determinante principale della matrice, ossia di quello 
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che risulta dalla combinazione delle sue prime r verticali , c la 
somma dovendo estendersi a tutte le altre combinazioni. 

Inoltre, siccome ogni combinazione di r verticali della matrice 
in discorso comprende una combinazione di r radici , e ciascuno 
de’ corrispondenti determinanti può essere trasformato , a somi- 
glianza di P, nel prodotto di tutte le dilTcrenze di queste r radici 
a due a due, così avremo ancora 



— Il — 

gvr-» ^'r-i — 



■'o • *r-, 

S. S. • 



— II* («, , a, , . . , ar) ; 



e quindi ponendo r= 1,2, 3, 4, etc. si avrà la serie di relazioni 



Do Do Sg 



-5i-=H = 

a* ■ 



=^, («I » g«) » 




«0 S. 

S, S, i. 




» “•) « 




etc. 



*0 

*I *> 

s. s, s. 

^5 ^6 

etc. 



II*(a, , a^) , 



etc. 



etc. 



8. Supponendo che l'equazione A=0, di grado n , abbia ra- 
dici multiple , ed r radici distinte , siano f*, , 

ft, , . . , Pr i loro gradi rispettivi di moltiplicità, taluno de’ quali 
potrà essere uguale ad 1, in guisa che sarà ^ 

p , -1-pa + -4- . (1) 

In questa ipotesi le n verticali della matrice di r orizzontali 

25 
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considerata nel n® precedente potranno essere distribuite in f 
gruppi, ciascuno costituito di verticali identiche ; vale a dire in 
un gruppo di verticali, in cui figura la sola radice a, ; in un 
gruppo di fx, verticali con la radice a, ; e cosi di seguito. In que- 
sto caso adunque de' determinanti della detta matrice debbono 
annullarsi tutti quelli , in cui si trovano almeno due verticali 
identiche; e rimarranno solo i determinanti, che si ottengono da 
combinazioni di r verticali , prese una per ogni gruppo ; donde 
poi segue eh’ essi sono uguali tra loro in valore assoluto , ed il 
loro numero sarà uguale al prodotto de’gradi di moltiplicità di 
tutte le radici. Dopo ciò è manifesto che , nella ipotesi attuale , 
il determinante H,._, , principale minore di grado r del primitivo 
H„_, , formato nelle sue prime r orizzontali, equivale al deter- 
minante delle successive potenze delle r radici semplici molti- 
plicato pel prodotto de’ loro gradi di moltiplicità; laonde se s’in- 
dichi con fi questo prodotto, vale a dire se pongasi 

t/,XfXgX • • Xfi,=(x , (2) 

si avrà 



*0 


s. 


• «r-. 




1 


1 


1 


s. 


S. 


• «r 




«I 




“r 


s. 


S. 






vs 

«1 


e 

«« • 


“r 






■ ‘ 




r — 1 


r— f 


r— I 


^r— I 


*r 


• *ar_i 






“9 • 


“r 



( 3 ) 



= (X II* (a, , a,, . . , a,) . 



Intanto, siccome le quantità a, , a. , . . , a^ sono, per ipotesi, le 
r radici distinte della equazione A=0, le quali d’altra parte sono 
tutte le radici della equazione di grado r (n.“ 5) 



*0 ®i • *r-i ^ 

S, S„ . S, X 



Sr 



X 



1 = 0 , 






X 



. se dinotiamo con Op la somma delle potenze delle radici di 
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questa equazione, vale a dire se pongasi per compendio 
avremo eziandio 



*0 • ®r-i 




• °'r— I 


S, S, . Sy 




0*2 CT|I • 




— f* 




• « . • 




• . • • 


*r — 1 ®r • ®»r— * 




<Tr— 1 O'r • « 



(') Cado quasi sott’ occhio che un’equazione di grado r , le di cui radici 
siano a, , a, , . . , Or, può mettersi sotto la forma 



1 


1 


1 


1 






“i 




“r 


X 






tt 

«K 


• 


a 

®r 


x” 


= 0, 




• 


• 


• 


• 




• . ; 


r— I 
«X 
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r 

«f 


r 

“» • 


r 

“r 


x' 


■ 





perchè questa equazione è verificaia sempre che si supponga ic uguale ad una 
delle quantità a,, a, u,. . Segue da ciò che il primo membro di questa equa- 
zione, ed il primo membro della (4) nel testo non possono differire che per 
un fattore indipendente da x. Ha siccome nella (4) il coefficiente della più alta 
potenza x’’ è H,_, , ossia n* ( x, , a, , . . , Hr-) , e nella equazione attuale il 
coefficiente della stessa potenza è II (x, , xr)i "c risulta che il primo 

membro di quest’ ultima equazione, moltiplicato per p fi (x, x,, , di- 
viene identico col primo membro della (4); ed in tal guisa noi siamo condotti 
alla relazione osservabile 
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la quale, paragonando i coefficienti delle potenze simili di x ne’ due membri, 
porge una serie di relazioni, tra cui vanno comprese la (3) c la (ó) : relazioni 
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i). Del rimanente queste eundiiusioni si possono estendere a qua- 
lunque minore di grado r del primitivo H„_,, purché le linee che 
concorrono a formarlo, tanto orizzontali, quanto verticali, siano 
successive. Allora infatti esso può riguardarsi come il prodotto di 
due distinte matrici del determinante P, costituite entrambe da 
due diversi sistemi di r successive orizzontali (par. 1®, n“ 66^, 
per esempio l'uno contato dalla i™® , l’altro dalla A"”® orizzontale; 
e sarà propriamente uguale alla somma de’ prodotti di tutti i de- 
terminanti dell’una pe’ rispettivi determinanti omologhi dell’altra. 
Ora in primo luogo è chiaro che a ciascuna di queste matrici è 
applicabile tutto ciò che si è detto nel caso precedente, fino al 
punto di conchiudere che i determinanti di ognuna di esse, i quali 
non si annullano, sono tra loro rispettivamente uguali, e pt di nume- 
ro. È evidente inoltre che i determinanti della prima hanno per 
fattori le potenze , . . , , e quelli dell'altra le po- 
tenze a \-' , , . . , ; ma quindi è chiaro che , se questi 

fattori si sopprimano, i primi determinanti diverranno uguali ai 
secondi , e però tutti uguali al determinante delle successive po- 
tenze delle radici semplici a,, Ne risulta che, nel caso 

attuale, il detto minore di grado r del primitivo equivale al 
Squadrato del determinante delle successive potenze delle radici 
semplici , moltiplicato per la potenza (i+A — 2)’"® del prodotto 
delle stesse radici , e pel prodotto de’ loro gradi di moltiplicità: 
ed in conseguenza è espresso da 

K (“i “» > • • > n® (a, , a, , . . , Or) . 

10. Se nel determinante P si considera una matrice qualunque 



clic noi avremo occasione di applicare ad importanti quistioni , e segnata- 
mente alla integrazione delle equazioni. 

Faremo intanto osser\ are che l’ultima formola sussiste anche quando r=«; 
vale a dire , quando seno disuguali le radici dell'equazione primitiva A=0, 
e quindi |z=l ; e le relazioni , che essa porge in tal caso, col paragonare i 
coefficienti delle diverse potenze di x, costituiscono un teorema già dato dal 
eh. prof. Mainardi (Annali di matematiche di Tortolini, tom. I. pag. 76). 
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costituita da un numero di orizzontali maggiore di r, che siano, 
0 no successive, è evidente che i suoi determinanti debbono tutti 
annullarsi, perchè in ciascuno vi saranno in ogni caso almeno due 
verticali identiche. Segue da ciò che, quando l’ equazione A==0 
ha radici multiple, ed r sole radici distinte, ogni minore del pri- 
mitivo , che sia di grado superiore ad r, è necessariamente 
nullo. 

11. Per applicare ad un esempio le precedenti conchiusioni , 
supponiamo 

k=x'-\-x' — 3ic‘ — — 4=0 , 



e quindi 



Jl=3a;* -I- 4x’ — loa^’ — 2x -h 8 . 



Calcolando le somme delle potenze simili delle radici della data 
equazione A=0 troviamo 

s„=5 , s,= — 1 , «,=11 , «,= — 13 , «^=35 , 
«,=—61 , «,=131 , «,=—253 , s =315 

e sarà perciò 



^0 ^3 ^4 
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35 —61 


131 


—253 


515 



Ora basta osservare che in questo determinante la terza verticale 
equivale al doppio della prima diminuita della seconda per con- 
chiudere che esso è nullo insieme ai principali minori di 4® e 3° 
grado, costituiti rispettivamente nelle prime quattro e nelle pri- 
me tre orizzontali; vale a dire sono nulli nel tempo istesso anche 
i due determinanti 



*0 »I *. 




5—1 11—13 


«, «, «, «^ 




— 1 11 —13 33 


«, S, «, «, 




11 —13 33 — 61 


^5 ^4 




—13 35 —61 131 
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s„ s, 


I 8—1 11 


X, s, s. 


= — 1 11 —13 


S, Sj 


1 11 —13 33 



Da ciò risulta che Tequazione proposta ha n — 3=8 — 3=2 radici 
distinte , le quali adunque saranno radici dell’ equazione 



1 




5—11 


s, X, X 


= 


— 1 11 X 


Xg X, X* 




11 —13 x" 



che si riduce ad 

x'-\-x — ^2=0 ; 

c perciò le due radici distinte saranno 1 e — 2. Per quesfullima 
equazione abbiamo 




e però, dinotando [t il prodotto de’ gradi di moltiplicità delle due 
radici rispetto all’equazione primitiva, siccome dev’ essere ( 11 ° 8) 

*0 «. 

si avrà 

3 — 1 

—1 11 




a, «7, 



Ricavandosi da questa equazione 54=9f;i , e quindi fi=6, si avrà 
(*,u, = 6 ; ma dev’essere inoltre, in virtù della (1), + fx,=3, 

dunque i valori di e p, non possono essere diversi da 2 c 3 ; e 
ne segue chè delle due radici distinte della data equazione una è 
doppia , c r altra è tripla ; c di fatti si ha 



A=(a: + 2)*(a^-l)^ 
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SUL TEOREMA DI STCBH. 

1. Ritenuto per A e per B lo stesso significato attribuito a que- 
sti simboli nel §. precedente, ed ammettendo dapprima che l’equa- 
zione A=0 non abbia radici multiple, supporremo istituite tra 
le funzioni A e B il processo dei massimo comun divisore (§. II, 
n“ 12), e dinoteremo al solito con R, , R, , . . , R,^, i residui 
completi co’segni cambiati, e con p, , p,, i corrispon- 

denti semplificati residui. Inoltre, richiamando il significato dei 
simboli D,., Xr, \r (§. II, n‘31 e 34), è qui d’ uopo ricordare 
le relazioni (id. n* 26 e 27). 



4- d;_.x^o , (1) 

x,v,_.-x,_.v^d;_. , (2) 

e tener presente che le equazioni A=0, X„=0 hanno le mede- 
sime radici, al pari delle altre B=0, V„=0, {id, n° 25); osser- 
vando ancora che nel caso attuale si ha 



X„ — D»— 1-4 , I 
Vn=-D,^.B , ) ■ 



( 3 ) 



Ciò premesso è noto che, per definire il numero^ delle radici 
reali dell’equazione A=0, comprese tra due limiti, qualunque, 
conformemente al teorema di Sturm bisogna impiegare la serie 
di funzioni 

A , B , R. , R,,.., R_, ; (4) 



ma siccome si ha in generale 

®r— Pr » 

«r 

ed il moltiplicatore di pr è una quantità essenzialmente positiva 
(id. n® 13), è chiarissimo, per la natura del detto teorema, che 
ai completi è lecito di sostituire i semplificati residui, e quindi 
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invece della (4) potremo impiegare la serie mollo più semplice 

» 

A , B , p, , p, , . . , Pii_, . (3) 

2. Ora noi andremo a far vedere che si può soddisfare all’og- 
getto medesimo con quest’altra semplicissima serie 

X„ , X. , X. , X, , . . , X^, , X, , (6) 



che si traduce in 




ed atal’effetto basterà provare che le funzioni, dalle quali è for- 
mata, sono dotate delle stesse proprietà che caratterizzano le fun- 
zioni di Sturm, e che si riducono alle tre seguenti: 

I. Due funzioni consecutive della (6) non possono essere an- 
nullate da uno stesso valore di x ("g. II, n“ 28). 

II. Se un valore di x annulla una qualunque di queste fun- 
zioni, esclusa Tultima X„ , le due, tra le quali è situata, pren- 
dono segni contrarii per lo stesso valore di x; e ciò risulta im- 
mediatamente della relazione (1). 

III. Dimostreremo in fine che, se a sia una radice reale del- 
l’equazione X„=0 , le due funzioni X„ ed X*_, debbono prendere 
segni contrarii per un valore di x alquanto più piccolo di «, e 
segni simili per un valore di x alquanto più grande di a. In fatti 
siano h ed h' due numeri qualunque, l’uno più piccolo, l’altro più 
grande di a, ma tali che tra ciascuno di essi ed « non cada alcuna 
radice delle tre equazioni X„=0 , X„_,=0 , V„=0 ; cosi tra’ 
detti numeri ed a. non cadrà neppure alcuna radice delle equazio- 
ni A=0 , B=0 ; c ne deriva in primo luogo che le funzioni A 
e B debbono prendere segni contrarii per oc=ìi , e segni simili 
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per x=zh' ; ma quindi segue dalle (3) thè le funzioni X„ e V„ 
prendono , viceversa , segni simili per x=h , e segni contrarii 
per x=Ii'. 

Si osservi intanto che la (2), cangiandovi r in ti diviene 



e siccome questa relazione ponendovi x — x deve ridursi a 



dappoiché in siffatta ipotesi si ha Xn=0 ; così risulta che 
per «= a sono contrarii i segni di V„ ed X„_, . Ma i segni 
che prendono queste due funzioni per x=a sono rispettiva- 
mente simili a quelli eh’ esse prendono per x=h , perchè tra a 
ed h non esistono valori di x capaci di ridurle a zero ; dunque 
per x=h i loro segni saranno ugualmente contrarii. Segue da 
ciò che i segni delle funzioni X„ ed X^, sono, come voleva di- 
mostrarsi, contrarii per oc^i. E si conchiudercbbc esattamente 
nella stessa maniera che questi segni debbono, viceversa , esser 
simili per x=h'. 

Dopo ciò è manifesto che per definire il numero delle radici 
reali dell’ equazione A=0 , comprese tra due limiti qualunque , 
possiamo avvalerci della serie (0), che sembra la più semplice di 
quante se ne conoscano finora per 1’ oggetto medesimo, essendo 
essa formata immediatamente con i coefficienti della data equa- 
zione. 

In quanto al calcolo numerico le funzioni che formano la se- 
rie (G) si |K)SSono subito trasformare in determinanti di grado 
molto più basso mercè l’espressione generale di X^, o meglio 
di XV , data al n” 10 del Ili; e quindi alla detta serie può so- 
stituirsi la seguente 





1 



^11 ^12 ^2 
<•21 

<■.. u„x'+a,x+a. 



eie. (7) 



c„ a„x-{-a 



Dif 
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:i. Inoltre essendo in generale (§. II, n® 35) X,;=Ea'% , dove 
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è inanifesto che, invece della (6) , è anche lecito di adoperar la 
serie 







Zfl , z, , 


Zj , Z, , 


• * , z„ , 


vale a dire 
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e siamo cosi condotti ad una serie già conosciuta per la defini- 
zione del numero delle radici reali di un’ equazione , comprese 
tra due limiti assegnati (*). 

4. Se si tratta di definire il numero totale delle radici reali 
dell'equazione A=0 , tutte le serie precedenti si possono ridurre 
a quelle che risultano da’ principali coefficienti delle funzioni , 
che le compongono. In riguardo alla (5), siccome le due prime 
funzioni A e B hanno per principali coefficienti a„ ed na „ , è chia- 



('} Questa serie sembra dovuta ai eh. Joachimsthal. V. Creile t. XLVI. 

Egli è evidente che le due serie (6) ed (8) sono la traduzione l’una dell'altra, 
quella espressa immediatamente per mezzo de’coefficienti dell’equazione A=0; 
questa per mezzo delle somme delle potenze simili delle sue radici. Secondo 
noi la serie (8) è una trasformazione della (6) , alla quale siamo direttamente 
pervenuti; ma aggiungiamo che fìoo a questo punto rimaneva tuttavia incogni- 
ta la trasformazione della (8) in termini de’coellìcienti dell’equazione primitiva, 
quantunque malti tentativi veggansi fatti a tale oggetto. 
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ro che il primo diviene inutile , e che all’ altro può essere sosti- 
tuita r unità; sicché il numero totale delle radici dell’equazione 
può defluirsi mediante la serie 

1 , D. , D, , , D„_, , 

che può essere trasformata in 



1 c.. 
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^ll ^1» 


» • • » 




1 c.. 








• Gli 






c.. c,. c„ 




. 










Gl •'»» • •'II» 



dove agli elementi c„ , c„ , . , . c„ possono rispettivamente so- 
stituirsi òj , à, , ; 0 meglio na„, (n— 1) a. , . 

Egli è poi evidente che questa serie medesima si otterrebbe 
dalla (7) , sopprimendone il primo termine 1 , e mutando inve- 
ce in 1 il suo secondo termine o„c„ , poiché a c„ é lecito di so- 
stituire nUg . 

In flne risulta dalia (8) che il numero totale delle radici é an- 
cora definito dalla serie 

I , Ho , H. , H. . H, , . , , 
in cui può sopprimersi il primo termine, e che si traduce in 



*o«. 
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*0 G 


y * * y 


*0 *1 • *«-I 


s. *. 




s, s, s. 




s. G • »« 






*» G 




... 










*»-i *» * Gn-a 



5. Fin qui si è supposto che le n radici dell’equazione A— 0 
fossero tra loro disuguali ; ma se questa equazione ammetta ra- 
dici multiple, ed r sole radici distinte, é facile a riconoscere che 
il numero delle radici reali comprese tra due limiti qualunque é 
ancora definito dalla serie (6) , la quale in tal caso si arresta da 
sé stessa alla funzione , poiché le altre di grado superiore 
Xr_n , Xr+, , etc. sono identicamente nulle (§. Il, n® 35). A tale 
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effcUo basta osservare die sussislemlo nella altuale ipotesi le due' 
relazioni (§. 11, n‘ 29 e 30j 



A Y,.+ B Xr=0 , 

\ V \ V — n* 

-Vr^r-i i » 



quanto si è detto nel primo caso (n° 2) a riguardo delle quattro 
funzioni X„ , X„_, e V„ , V„_, ora si applica parola a parola, 
senza veruna eccezione alle quattro funzioni X, , X,._, e V,. , \V_,, 
E perciò , nel caso che si considera, il numero delle radici reali 
dell’equazione, comprese tra due limiti qualunque sarà, definito 
dalla serie di funzioni 



le quali sono espresse immediatamente in termini de’coelficienti 
dell'equazione data ; ovvero dall’altra serie di funzioni 

Zo > Z, , Z2 , • • , Zp , 

le quali sono espresse mediante le somme delle potenze simili 
delle radici dell’ equazione medesima.'' ? 

8- VI. 

DETERMINANTI FTNZIONALI. 

1. Supposto che M, , «2 > • • . «n siano n funzioni di n variabili 
X,, x^, x„, il determinante delle loro derivate prime 

b- 



du. 


du^ 


du. 


■ 


dx^ 


dx^ 


dx. 


dx. 


du^ 


dii^ 


du. 


du„ 


dx^ 


dx. 


dx. 


dx. 


du. 


du^ 


du, . 


du„ 


dx„ 


dx„ 


dx„ 


dx„ 



chiamasi determinante del sistema delle date funzioni , 0 semplice- 
mente determinante funzionale ; e spesso ancora Jacobiano dal 
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nome deli’ illustre Jacobi , al quale è dovuta la teorica di questi 
determinanti. Se le date funzioni sono lineari il loro determinan- 
te coincide con quello già definito nel n“ 1 del § I. 

Talvolta per rendere più semplice la scrittura del determinante 
delle funzioni u, la derivata di rispetto ad una va- 

riabile X, s'indica con ; ed allora si ha 



u 



X — 



«3« W,3 



u 

u 

u 



in 

8N 

IH • 



^ni ^na 



2. Quando le funzioni non sono tra loro indipendenti , ma le- 
gate da una equazione 



f{u,, U,,..,M„)=0 , 



il determinante è nullo identicamente. In fatti in questa ipo- 
tesi tra le n derivate parziali di f sussistono le n equazioni 



df du, 


d<f du. 




du^ da'. 


du, dx. 


dw„ dx. 


dif du^ 


1 df du. 




du^ dx. 


du, dx. 


. 1 

d«„ dx. 


d<f du^ 


df du. 


_ , (i? dltn 


du, dx„ 


du, dx„ 


du„ dx„ 



e quindi è nullo il loro determinante, che non è diverso da tij.. An- 
che vera è la proposizione inversa; vale a dire se è nullo il deter- 
minante «j., le funzioni, cui si rapporta, non sono tra loro indi- 
pendenti; ma per dimostrare questa importante proposizione dob- 
biamo permettere una trasformazione del detto determinante, la 
quale d'altra parte costituisce essa stessa una proprietà non meno 
importante de’ determinanti funzionali. 

3. Tra le date funzioni u, se nc prenda una a pia- 
cere, come M, , in cui non manchi la variabile x, ; così sai à una 
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determinata funzione di , x,, x, , . . , a?, , che possiamo imma 
ginare eliminala dalle altre funzioni u, , u, , . . , u„ . Iodi tra que- 
ste, che più non contengono x, , prenderemo una funzione, come 
u., in cui non manchi la variabile x,; ed allora x, sarà una fun- 
zione determinata di w, , u, , ir, , . . , , che supporremo elimi- 
nata dalle funzioni u, , u„ , le quali in tal guisa non con- 

terranno nè X, , nè X, . Ma, continuando questo sistema di trasfor- 
mazione, è manifesto che le m, , w, possono essere 
considerate: la prima u, come una funzione delle variabili x, , 
X. , . . , x„, in cui non manca x, ; la seconda u, come funzione 
di u, e delle variabili x. , x, , . . . x„ , tra cui non manca x.; indi 
la terza u, come funzione di u, , u, e delle variabili x,,x^,.., x„, 
tra cui non manca x, ; e cosi di seguito ; di tal che in generale si 
può supporre 

Uf , M, , • • , ^r—i > • ^r+i > • • > ' 



e da ultimo 

■ * i, 

f , Mg , • • , , X„) . 



Intanto ritenuto il simbolo per dinotare la derivata di 

rispetto ad x, , nella ipotesi genuina e primitiva che sia fun- 
zione delle variabili x, , x, , . . , x„ , per esprimere la stessa de- 
rivata mediante le , u. , . . , , quando in seguito della trasfor- 

mazione hanno il significato or ora descritto, circonderemo di pa- 
rentisi i simboli analoghi al precedente, che occorre di impiegare 
in tal caso; e quindi coerentemente a questa convenzione avremo 

dUf 

dx. 



e se pongasi per concisione di scrittura 




sarà invece 
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Trasformando con questa formala gli elementi del determinati^ 
le , si ha con legge manifesta 



«w 






• • 






^ai^xa ^la^'^aa 




a.. 


^81 


b..a„ -t- ò„a„ 


+ a„ • • 


«u 




^.a.* -1- ^.a.4 


+ a„ •• 


^tn 


^ai^in ^a« 


^sia.n -1“ 


+ a,„ •. 



ma questo determinante equivale evidentemente al prodotto 
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0 


0 


0 . 


0 


Ò.x 
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0 


0 . 


0 
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0 . 


0 


b.. 




K, 


1 . 


0 


K, 


K. 


bn. 


bn.- 


1 



a„ 0 0 0 . 0 

a„ a„ 0 0 .0 

a.. a„0 . 0 

^Si 






adunque , siccome ciascuno de' due fattori si riduce al prodotte 
degli elementi principali, si ha infine 



ossia 



Uj, ^ix^aB^as • • • ^«n * 



_/ du,\{ du, \ - / du„ \ 
“*-Vdar. A Arf-*. / ' ■ ’ ’ 



c quindi risulta che: Il determinante del sistema di n funzioni può 
sempre essere riguardato come il prodotto di altrettante funzioni, le 
quali si otterrebbero, prima trasformando le funzioni date secon- 
do la legge dichiarala, e poscia derivando ciascuna trasformata 
rispetto alla variabile che per ipotesi non deve mancarvi. 

4. Ciò premesso supponendo che sia identicamente nullo, bi- 

sogna che sia tale qualcuno de’ fattori del prodotto nel quale si 
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trasforma. Ma i primi n — 1 fattori sono, in generale, diversi da zero 
perchè, per ipotesi m, contiene a?, , contiene x,, etc. , dunque 



dev’essere identicamente nullo Tullimo fattore 



(è)-' 



che 



importa che nell’ultima funzione non debba trovarsi la varia- 
bile Così, quando è nullo, una delle funzioni 
si troverà espressa soltanto per mezzo delle altre funzioni, senza 
che vi prenda parte alcuna variabile ; e ciò in altri termini equi- 
vale a dire che le date funzioni non sono tra loro indipendenti. 

Del rimanente potrebbe ancora accadere che, in seguito della 
trasformazione, le due ultime funzioni ed m„ non contenes- 
sero runa e l’altra nè la variabile x „ , nè ; allora dev’essere 

identicamente nullo anche il fattore ( — l ; e ne risulta che 

in tal caso ciascuna delle ultime due funzioni cd u„ si può 
esprimere per mezzo delle rimanenti funzioni m, , u„_, , 

indipendentemente dalle variabili ed x„. Ma più general- 
mente è chiaro che, se in seguito della trasformazione si trovi che 
r qualunque delle n funzioni siano dipendenti soltanto da altre 
funzioni, senza che vi fìguri alcuna variabile, allora saranno iden- 
ticamente nulli r de’fattori in cui si trasforma il determinante u^, 
e tra le date funzioni dovranno sussistere r distiate relazioni. 

Viceversa, se le date funzioni non sono tra loro indipendenti , 
e si supponga per esempio, che si possa esprimere per mezzo 
delle M, , M, , . . M„_, , indipendentemente da , in tal caso il 



fattore 




sarà identicamente nullo, e con esso lo sarà pure 



il determinante funzionale u^, come crasi già dimostrato nel nu- 
mero 2. Quindi, riassumendo, possiamo conchiudere che : 

Se un determinante funzionale è identicamente nullo, le funzio- 
ni, cui si rapporta , non saranno tra loro indipendenti ; E , vice- 
versa, se le funzioni non sono tra loro indipendenti , quel determi- 
nante è identicamente nullo. 



Dopo ciò è chiaro di per sè stesso che, se le funzioni sono tra 
loro indipendenti , il loro determinante no!i può esser nullo ; e 
viceversa , se non è nullo questo determinante , le finizioni sa- 
ranno tra loro indipendenti. 
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5. Supponendo che le m,, u,,.., u„ siano espresse permezzodim 
quantità Vi, y,,-., Vm» funzioni delle indipendenti x^, 
per definire il valore del determinante funzionale osserveremo 
che in questa ipotesi, derivando la funzione rispetto ad una va- 
riabile X,, dev’essere 

^ ^ ^ ^ ^ ^ du, dy„, ^ 

dx, dy, dx, </y, dx, ” di/,„ dx, 

e si vede che Uj. può riguardarsi come il prodotto che si avrebbe 
moltiplicando per orizzontali le due matrici simili (par. 1* n° 64) 



du. 


du. 


du^ 


du. 




dy. 


dy. 


dy. 


dym 




dy. 


dy. 


dy„ 




dx. 


dx. 


dx. 


dx. 


du. 


du. 


du. 


du^ 




dy. 


dy. 


dy. 


dym 


dy. 


dy» 


■dy. 


dtJn, 


f 


dx. 


dx. 


dx. 


dx. 


du„ 


du„ 


du„ 


du„ 




dy. 


dy. 


dy. 


dy,n 


dyt 


dy» 


dy. 


dy,n 




dx„ 


dx„ 


dx„ ‘ 


dx„ 



ciascuna delle quali è costituita di n orizzontali ed m verticali ; e 
ne risulta quanto segue: . 

I. Se m<n si ha 

«x=0 . 

vale a dire è identicamente nullo il determinante di n funzioni 
di n variabili, espresse per mezzo di altre funzioni delle stesse 
variabili, in numero minore di n. 

II. Se m=n le due matrici sono quadrate; ed in tal caso il 
determinante equivale al prodotto de’loro determinanti, il pri- 
mo de’quali può dinotarsi con m^, poiché è il determinante delle 
Uj, M, , etc. riguardate come funzioni delle y, , y^, etc., e Tallro 
può essere indicato con y ^ , poiché è il determinante delle y, , y, , 
etc., che sono funzioni delle x^, x^, etc. Cosi quando m—H si ha 

. Ux = »yVx- 

III. Se nO>n il determinante sarà equivalente alla somma 
de’prodotti di tulli i determinanti della prima matrice pe’rispet- 

27 
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tivi determinanti omologhi dell'altra; il che può esprimerti scri- 
vendo 

dove Uy ed sono i principali determinanti delle due matrici. 

6. Se le n funzioni u„ u„ u«, e le n variabili x^, x^ , x^ 
siano legate da n equazioni 

?i=0 » f»=® » » ?i»=0 ; 

pel principio delle funzioni implicite avremo in generale 

dfr du^ dfr du, . . <*“• _ ^fr 

du, dx, du^ dx, du, dx, dx. 

Intanto siano fu^ determinanti delle f,t f»t •• t ?• secondo- 
chè queste si riguardano come funzioni delle u, , u. , etc. , o 
delle X, , x^, etc. ; sarà così 







hjL 




dfi 


dfn 


dfn 


du. 


dtt. 


dUn 




dXj 


dx^ 


dx^ 


. 


. 


• • 


. ?x= 


. 


• 


. 


dfn 




dfn 




dft 


dft 


dfn 


du^ 


du. 


■ du„ 




dXn 


A» 


dXn 



e quindi, osservando alla formolo precedente, si vedrà che il va- 
lore del determinante funzionale u, è dato dalla relazione 

f*Wx=( l)"?x- 

7. In virtù delle equazioni poc’anzi considerate le ®,, ®,,..,ar„ 
possono inversamente riguardarsi come funzioni delle indipen- 
denti u, , u, u„ ; ed in tal caso si ha 

?x'®*=(— ; 

e se si moltìplica questa formola per la precedente risulta 

u*»„=l . 

Così, in generale: Essendo date più funzioni tra loro indipendenti 
di (UtretlantevarUdiili, queste reciprocamente sono funzioni tra loro 
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indipendenti di quelle; ed t (Ulet'tninanli dedite listemi di funzioni 
sono tra loro inversi. 

Volendo dimostrare direttamente questo teorema osserveremo 
che, essendo per ipotesi 

u,=f,(Xj, 

se immaginiamo ricavati da queste equazioni i valori delle , 
^«1 0 poscia sostituiti nelle equazioni medesime, queste 
equazioni diverranno altrettante identità, dovendo rispettiva- 
mente ridursi ad u,=u, , u,=u., etc. Segue da ciò che, se si 
prenda la derivata di rispetto ad u, questa derivata sarà uguale 
ad 1 0 a zero, secondo che s è uguale ad r , o diverso da r , e 
quindi si hanno le due formole 

dUf dx, dUy dx, du^ dx^ ^ 

dUf dx, dUf du, ’ 

d^d^^^^ ^ ^ du^ dx^ _Q 

dx, du, dx, du, dx^ du, ’ 

le quali per semplicità possono mutarsi in 

“r. *,r -+- u„a;^-4- . . , (1) 

«r. «r, H t-«m • (2) 

Queste formole dimostrano che, se si moltiplicano per orizzontali 
i due determinanti 















a?.. 










W.. 


U„ . 


««* 








X„ 










u„ . 


«t* 


, »* = 






X„ 




^n* 


• 


• 


• • 


• 




• 


• 


• 




• 




«n. 




«»» 




®»n 











nel determinante prodotto ogni elemento principale sarà uguale 
ad i, e tutti gli altri saranno nulli; e quindi io stesso prodotto 
è, come voleva dimostrarsi, uguale ad 1. 
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8. Le due ultime formolo conducono ad alcune relazioni di 
molto interesse nelle applicazioni de’determinanti funzionali. Con- 
siderando ne’determinanti ed x„ i complementi algebrici degli 
elementi u„ ed x„, li dinoteremo secondo le nostre solite con- 
venzioni con U„ edX„. Indi, siccome pel numero precedente 
l’espressione 

Wr. + «r. a;., 4- . . + «r» 

è uguale a zero o ad 1 secondo che gl’ indici r ed s sono uguali o 
disuguali, ponendovi successivamente »—l, 2,.., s n , avremo 
la serie di n equazioni identiche 

a;„, = 0 , 



X a*, X 4” a a^a X “I” • • “I” ^x n i — ^ x 



Wn X a^i X "t" j X^ , 4“ • • 4- U„ „ X„ X 0 , 

le quali addizionate membro a membro,dopo averle ordinatamente 
moltiplicate per «,r, M,rx”» “xr «»rx porgono la seguente 
relazione 

«^x,.,=Uxr . ^ (6) 

Nel modo stesso considerando il determinante x„ si dimostrerebbe 

X„Mrx=Xxr ; (7) 

ma è chiaro che questa relazione può subito ottenersi dalla pri- 
ma, scambiandosi u con x , c conseguentemente U con X. 

9. Noi non abbiamo inteso di esporre tutte le proprietà che si 
conoscono de’detcrmiuanti funzionali; ma abbiamo cercato di por- 
re in rilievo quelle che debbono riguardarsi come fondamentali. 
Non vogliamo tuttavia omettere una importante osservazione, la 
quale del resto sorge spontanea da quanto precede, ed è che li 
» determinante funzionale è per rapporto al sistema di funzioni, 
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» cui si riferisce, quello clie'la derivata è in rapporto alia fun- 
» zione primitiva. » E basta ciò solo a far presentire l’alta im- 
portanza de’determinanti funzionali. Quando il sistema si riduce 
ad una sola funzione, il determinante del sistema si riduce per 
lo appunto alia derivata di questa funzione. 

10. Dobbiamo da ultimo far menzione di un caso particolare, 
che si presenta in questa teorica , e che merita la maggiore at- 
tenzione. Se le M, , u, , .., u„ , anziché essere funzioni qualunque 
delle variabili or, , ar. , . . , , siano le derivate prime di una 

stessa funzione u di queste variabili , di modo che nel simbolo u,. 
bisogna intendere la derivata di u rispetto ad allora il sim- 
bolo Ufi * <^he indica , secondo le convenzioni , la derivata prima 
di Ur rispetto ad x, , nella ipotesi attuale esprimerà una derivata 
secondo di u , vale a dire sarà 

— • 

dXfdx, ' 

e quindi si ha evidentemente 

Mr,= M,r • 

Adunque nel caso, che consideriamo , il determinante delle fun- 
zioni u, , M, , . . , u„ è un determinante simmetrico , il quale è 
formato con le derivate seconde della funzione w. Ora questo de- 
terminante, considerato per la prima volta dall’illustre Messe, per 
brevità di linguaggio fu detto dal medesimo determinante della 
funzione u ; ma , chiamato in seguito da Sylvester col nome di 
Jlessiano della funzione, è sotto questa denominazione che attual- 
mente si trova indicato da’ Geometri, e spesso dinotato col sim- 
bolo Hu. Cosi ì'Hessiano di una funzione u di n variabili non è 
altra cosa che il Jacobiano relativo alle n derivate prime della 
funzione; ma quindi, oltre a possedere tutte le proprietà che con- 
vengono in generale ai determinanti funzionali, si comprende che 
Ì’Hessiano dev’ essere dotato di altre proprietà dipendenti dalla 
natura particolare delle funzioni cui si rapporta nella qualità di 
Jacobiano. E le più notevoli di queste proprietà saranno infatti 
sviluppate ne’ seguenti paragrafi. 
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§. VII. 

ALCUNE NOZIONI INTORNO ALLE SOSTITUZIONI LINEARI. 

1. Se una funzione di n variabili , a;,,.., a;, sia trasfor- 
mata in una funzione di altre n variabili j/, , y. y, , legate 
alle prime per mezzo delle n equazioni lineari 



= &,.y. + t«,y, -t- . . + ft»«y* . 

questo sistema che può rappresentarsi semplicemente con 

Xf= b„ y, -H òri y» + • • + ^rn Un » 

a patto che si diano ad r tutti i valori 1,2,3 ,.., n , chiamasi 
in generale uria soslUuzione lineare ; ed il suo determinante 

Ò,x Ò,i . Ò,» 

Òli Ò,» . Ò„J 

• • • • 

Ò|ti Ò», . ò„ 

che non dev’essere nullo se le a:,, a;,,.., a:„ sono supposte tra loro 
indipendenti (§. 1, n“ 5), prende il nome di determinante della 
sostituzione, e talvolta anche quello di modulo della sostituzione. 

La sostituzione lineare dicesi unimodulare, quando il suo de- 
terminante è uguale all'unità. 

Se nella trasformazione sia prescritta la condizione che la som- 
ma dei quadrati delle variabili primitive debba essere uguale alla 
somma de’quadrati delle nuove variabili, allora la sostituzione suol 
dirsi una sostituzione ortogonale. Cosi, se 

la sostituzione (1) sarà una sostituzione ortogonale. 
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2. Supposto che la funzione lineare 
a, X, -t- a.a;, 4- . . 

sia trasformata mediante la sostituzione (1) in 
c.y. + c.y. , 
è evidente che pel coefficiente di si ha 

= a, 6,, -t- a, 6,r 4- . . 4- a* 6,r J 

vale a dire « il coefficiente di y^ nella trasformata è la somma 
» dei prodotti de'successivi coefficienti della data funzione or- 
» dinatamente moltiplicati pe’ successivi elementi del determi- 
» nante della sostituzione. 

Dopo ciò, se il sistema di n funzioni lineari 

(f=l , 2 , 3 , . . , n) 

sia trasformato nel sistema delle n funzioni 

«r = Cr. y. + C«y. + • . + C,^y» . 
(r=l,2,3...,n) 

se dinotiamo con A il determinante del dato sistema, e con G 
quello del sistema trasformato, vale a dire se pongasi 



a.. 


o» 








c.. 


C.. 


• 












, C = 








^an 


• 


• 




• 




• 


• 




• 




a». 




a.» 




C». 


il 







segue dal principio dichiarato che gli elementi della r"*" orizzon- 
tale di C sono i prodotti (par. 1* n® 60) della r““ orizzontale di A 
per le successive verticali di B , e ne risulta 

C=AB . 

Adunque: Qmndo un sUlma di più funzioni lineari di altrettante 
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variabili è trasformalo mediante una sostituzione lineare, il deter- 
minante del sistema trasformalo è uguale al prodotto del determi- 
nante del dato sistema pel determinante della sostituzione. 

Se la sostituzione è unimodulare, il determinante del sistema 
trasformato sarà uguale a quello del sistema primitivo. 

3. Supponiamo ora che mediante la sostituzione (1) sia trasfor- 
mata una funzione qualunque u delle variabili x,, x^,.., e 
dinotiamo con l’Hessiano della funzione primitiva u, e con 
HMj, r Hessiano della stessa funzione dopo la trasformazione. Ciò 
posto essendo 

d’u d*u dx, d*u dx. d’u dx. 

L _j_ » 

dVrdy, dy^dx, dy, dy^x,dy, " dy^dx,, dy, 

in virtù della sostituzione si avrà invece '■ 

d’u d’u , d’u d’u . 

dy,.dy,~ dy^dx, dy^dx, dy^dx,, ’ 

e quindi risulta evidentemente 





t 


d’u d’u d’u 






dy,dx, dy,dx, ' dy,dx„ 


I ’i 




d’u d’u d’u 






dy„dx,dìj„dx, ' dy„dx. 



e se si dinota con D il determinante del secondo membro si avrà 

( 3 ) 



Inoltre essendo 

du du dx, du dx. 



ossia 



dyr dx, dy^ dx, dy^ 



du du du 

dy^ dx, dx, 



SI avra 
d'u 



d’u 



d’u 

dy^dx, dx,dx, " dx,dx. 



du dx„ 

d^~^ ’ 



du , 

"i T~ r » 



dx. 



Ò.r • • •+■ 



ddu 

dx„dx, 
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In conseguenza di quest’ uiUma forinola si ha 

D = H«^B , 

e se si moltiplica questa relazione per la (3) si otterrà 
HMy=HUa, B® ; 

da che risulta la seguente proprietà dc’dctcrminantl Hcssiani: 

Se una funzione di più variabili sia trasformala mediante una 
sostituzione lineare , V Ilessiano della trasformala sarà uguale 
all'Hessiano della primitiva, moltiplicato pel quadrato del determi- 
nante della sosliluzioìie. 

4. Tra i coefficienti di una sostituzione ortogonale si verifica- 
no alcune relazioni di molto interesse, fra le quali notiamo le 
seguenti; 

I. La sostituzione (1) 6, come si è detto, ortogonale, se tra 
le primitive e le nuove variabili sussista la relazione (2), la quale 
adunque dev’essere identicamente verificata, quando in luogo di 
X,, x^, . . si pongano le stesse espressioni che si hanno nella 
sostituzione. Quindi risulta che nello sviluppo del secondo mem- 
bro il coefficiente del quadrato y* dev’essere uguale ad 1, e nullo 
quello del prodotto y^y,; e da ciò poi segue che per tutti i valori 
di r ed s da 1 fino ad n si avrà 

. ”-Ì~K,r=^ f 

1 ià) 

Reciprocamente ò chiaro che la sostituzione è ortogonale quante 
volte siano verificate queste relazioni per tutt’i valori di r ed s da 
1 ad n ; e quindi è palese che il numero delle condizioni, cui deb- 
bono soddisfare gli n® coefficienti della sostituzione (1), affinchè 
possa essere ortogonale, ascende ad 

„ , M(n— l)_n(n-|-l) 

Traducendo le formule precedenti sijha, che: 

Nel determinante di una sostituzione ortogonale la somma de' qua- 
drati di tulli gli elementi di\qualunque verlicale'J uguale all’xmità; 

28 
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ed è nulla la somma de'prodoUi de corrispondenti elementi di due 
qualunque verticali. 

O, più brevemente (par. 1®, n.® 59) : 

Nel determinante di una sostituzione ortogonale U quadrato di 
qualunque verticale è uguale aH'unità; ed è nullo il prodotto di due 
qualunque verticali. 

II. Risulta immediatamente da questo teorema che, se si 
eleva a quadrato il determinante di una sostituzione ortogonale, 
ogni elemento principale del quadrato sarà uguale ad 1, e tutti 
gli altri saranno nulli. Dunque: 

Il quadrato del determinante di una sostituzione ortogonale è 
uguale all'unità; e perciò il vcdore di questo determinante è, in gene- 
rale, -f- 1, 0 — 1. 

III. Se il complemento algebrico di un elemento qualunque b,., 
del determinante B s’indichi, com’è nostro costume con B,.,, si 
hanno le due relazioni per verticali (par. 1.®, n.® 46) 

Kt + -t- . . -4- à„, B„,=B , 

B„ -1- à„ • • -h ùnr B„ = 0 . 

Paragonando la seconda di queste relazioni con la seconda del- 
le (4) si vede che gli elementi 6,,, b ^,,.. , b„, sono proporzio- 
nali ai loro complementi algebrici B,,, B„,, e quindi sup- 

ponendo in generale 

Br. = kbr,, (5) 

si avrà 

B,j==46,, , Bg,=/£à,, , . . , B„,==fcà* , . 

Per questi valori la prima delle relazioni superiori diviene 

{ba-hbl,-i- . . +bl,)k=B ; 

ma la quantità^ chiusa tra parentesi equivale ad 1; perciò ri- 
sulta 4 = B , e conseguentemente la (5) si muta in 

B.,=Bà„. (6) ■ 

Questa relazione dimostra, che: 
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Il prodotto del determinante di una sostituzione ortogonale per 
qualunque de'suoi elementi equivale al complemento algebrico dello 
stesso elemento. 

IV. Considerando ora nel determinante B le relazioni per 
orizzontali 

^11 B»i ■+■ B,, 4- . . + B,„ = B , 

^riB, ,-f-6r*B, 4- &rn B,„ =0 , 

in virtù deU’ultimo teorema potremo eliminarne i complementi 
algebrici; e però sopprimendone in seguito il fattore B, si otten- 
gono le due relazioni 

òj, 4- 4- 6*, 4- . . 4- = 1 , 

Kt 4- óra ^1» "1" • • ór» Ó„ = 0 , 

le quali dimostrano che la proprietà poc’anzi sviluppata per ver- 
ticali (1) a riguardo del determinante B sussiste ancora per oriz- 
zontali; e quindi il teorema allora enunciato dev’essere cosi com- 
pletato: 

Nel determinante di una sostituzione ortogonale il quadrato di 
una linea qualunque è uguale all’unità; ed è nullo il prodotto di due 
linee qualunque parallele. 

Dopo ciò è manifesto che, se il determinante di una sostituzio- 
ne ortogonale si elevi a quadrato, sia che si operi per orizzontali, 
sia che si operi per verticali, avverrà sempre che ogni elemento 
principale del quadrato risulta uguale ad 1, e nulli tutti gli altri. 

V. Se si dinotano con e B„j due determinanti minori omo- 
loghi di grado m del primitivo B e del suo reciproco ( par. l*, 
n“ 84) si ha 

B„=B”*~‘ X compì, alg. di ó„, . 

Ora, se ad ogni elemento Bp, compreso nel minore B„ si sosti- 
tuisca l’espressione corrispondente Bó^, (III), siccome quel mi- 
nore è di grado m , è chiaro che si otterrà 

B„. = B"‘ ó„ ; 
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e quindi la furinola precedente porgerà la seguente relazione 

= compì, alg. di à„, ; 

la quale si traduce nel teorema: 

Il prodotto del determinante di ima sostituzione ortogonale per 
qualunque suo minore equivale al complemento algebrico dello stesso 
minore. 

Se il minore che si considera è principale, allora si ha sempli- 
cemente 

B 6„, = compì, di b,„ . 

VI. Siano P, , Pj,> Pj* ctc. i determinanti minori di B, i 
quali si ottengono dal combinare ad m ad m le verticali (ovvero 
orizzontali ) di una sua matrice formata con m orizzontali qua- 
lunque (ovvero verticali) ; e siano Q, , Q» , 0, , etc. i rispettivi 
complementi algebrici. In siffatta guisa per 1’ ultima proprietà 
avremo la serie di relazioni 

BP,==Q, , BP,=Q, , BP, = Q, , etc. ; 

e se queste si moltiplicano ordinatamente per P,, P^, P, , etc., 
e quindi si faccia la somma de’prodotti, osservando che la somma 
de’secondi membri equivale a B (par. 1®, n“ 53), otterremo 

P*-^P:-HP: + otc. = l ; 

vale a dire : 

^el determinante di una sostituzione ortogonale la somma dei 
quadrati di tutti i minori appartenenti ad una matrice formata 
con qualsivoglia numero di linee parallele è sempre uguale al- 
l’unità. 

VII. Se nel determinante B di una sostituzione ortogonale 
^ si dia il segno contrario a ciascuno elemento di una stessa linea, 

muterà con siffatto cangiamento il segno del determinante, ma 
la sostituzione , che ne risulta, non cessa di essere ortogonale, 
perchè rimangono inalterate le equazioni (4) che caratterizzano 
siffatte sostituzioni. Così, mutando il segno ad una linea qualun- 
que del dclerminanle di una sostituzione ortogonale, o più genc- 
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ralmcnle ad un numero impari di iincc, si ha sempre una sosti- 
tuzione ortogonale, ma il suo determinante sarà di segno contra- 
rio a quello del determinante della prima sostituzione; di modo 
che, se questa prima sostituzione è di determinante -i-l, l'altra 
sarà di determinante — 1 ; e reciprocamente. 

Vili. Quando la data funzione è stata trasformata mediante 
la sostituzione (1), se nella trasformata si sostituissero ad y, , 
y» i valori che si otterrebbero dalla risoluzione delle stesse 
equazioni (1), si ritornerebbe evidentemente alia funzione primi- 
tiva. Ora, siccome si ha in generale 

Byr=B.^ ar. -h a:, -h . . 4- . 

supponendo che la sostituzione sia ortogonale, avremo in virtù 
della (6) , 

B,|.= B&,,. , Bjr'—BÒsr > ■ ■ > Bnr^^Bà„,. , 

e quindi la formola precedente si ridurrà ad 

= (7) 

Così, nella ipotesi di una sostituzione ortogonale, per ritornare 
dalla trasformata alla primitiva basta prendere la nuova sostitu- 
zione in guisa che nella espressione di tjr i coefficienti di x ^ , 
X , ,.., x„ siano ordinatamente uguali agli elementi della r™* ver- 
ticale del determinante B ; di modo che le successive orizzontali 
del determinante della nuova sostituzione saranno rispettivamen- 
te identiche alle successive verticali del determinante della so- 
stituzione primitiva. 

Reciprocamente è chiaro, che la sostituzione (1) è necessaria- 
mente ortogonale, se l’espressione che ne risulta per coincida 
col secondo membro della (7); vale a dire, se i coefficienti di ar, , 
x^,.., x„ siano gli elementi della r”“* verticale del determinan- 
te B. Infatti, sostituendo nel detto secondo membro ad aj, , ,.., 

a?„ i loro valori, pel coefficiente di y, si ha l’espressione — 

Kr Ki ! ,j„ - 

ma siccome il risultamento devé ridursi ad y,., ne segue che 
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questa espressione è uguale ad 1, se s=r, ed è nulla in ogni al- 
tro caso; vale a dire si ottengono in siffatta guisa le equazioni (4), 
le quali caratterizzano per lo appunto una sostituzione orto- 
gonale. 

5. Affinchè la sostituzione (1) possa essere ortogonale i suoi n* 
coefficienti dovranno , come già si è detto (n“ prec. I) , soddi- 
sfare ad condizioni; e da ciò risulta che del numero to- 
tale de’coefficicnti, sono arbitrarli, e gli altri si 

potranno determinare in funzione de’ primi ; od ancora potranno 
tutti gli n* coefficienti essere determinati in funzione di 

quantità arbitrarie. Questa interessante ricerca, già trattata da 
Eulero per le sostituzioni ternarie e quaternarie (vale a dire re- 
lative a tre e quattro variabili), e niente agevole, se si mira ad 
esprimere i coefficienti della sostituzione per mezzo di funzioni 
razionali delle date quantità indeterminate, ha finalmente rice* 
vuto dall’ illustre Gayley la bellissima e generale risoluzione, 
che brevemente passeremo ad esporre. 

' Consideriamo il determinante ad elementi indeterminati, e di 
grado n , 



se supponiamo che questo determinante sia gobbo (par.l*, n°91), 
e che gli elementi principali siano tutti uguali ad 1, il che im- 
- porta che debbano essere verificate le condizioni 



ar. + ««r = 0 . flrr=l . (8) 

allora gli n‘ elementi di A si riducono evidentemente a sole 
quantità arbitrarie ; ed è quindi in funzione di queste 

é£ 

quantità che ora andremo a determinare i coefficienti della sosti- 
tuzione (1), a condizione che la medesima risulti ortogonale. Si 
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tratta adunque di trovare i valori degli elementi del determinan- 
te B per modo che soddisfino alle condizioni (4), esprimendoli in 
funzione degli elementi del determinante A, che supponiamo sot- 
tomessi alle condizioni (8). 

Ponendo in generale 

Xf—Of. , Of. g -H . . -H Uf • ® ) 

. (10) 

(r = l,2, 3,..,n) 

per la risoluzione di questi due sistemi lineari, usando la con- 
sueta notazione pe’complementi algebrici, abbiamo evidentemente 



A<r Vi + y» A„r S/n • (H) 

A<r=Ar,y, +Ar,y. -H..-i-Ar,y* . (12) 

Addizionando ora le equazioni (9) e (10) si ha per le (8) , 



•___ Xr-+-Vr . 

‘r 2 ’ 

ed in virtù di questo valore di dalla (11) e (12) si otterrà 

2A. 



2A.r 


Ot* 1 


2\„ 


Vr— 3 




B 




ti -L- 


2A„ 


■ 3 




B 



a?. 



2Arr-B 

B 



y.-f h 



B 



Vr + 



B 

2A, 



•ar. 



B 



ma se pongasi per compendio 

■f>r, f 



2Arj t, 2A,. ^ B ) 

B . B ’ 



(13) 



le due ultime formule diverranno 



y, = 6,,.a;.4-6,,ar.-t-..-hù»ra;, . (14) 

®r=^.y.!+*»r.y. + '--i-^»y» ; (is) 

e quindi si riconosce (n“ prec.VIII) che la sostituzione (15) è ne- 



r 
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ccssariatncnlc una sostituzione ortogonale. I coefTicienti di questa 
sostituzione essendo degniti dalle (13), si vede ch’essi restano de- 
terminati per mezzo degli elementi del determinante A, i quali ri- 

duconsi, come già si è avvertito, ad quantità arbitrarie. 

« 

Osserveremo attualmente che il determinante B della sostitu- 
zione ortogonale definita dalle formole (1^) ha per valore l’ unità 
positiva. Infatti abbiango per queste formole 




ma, chiamando D il determinante a dritta , si avrà più semplice- 
mente 

<'«> 

Intanto, se si moltiplicano per orizzontali i determinanti D ed A, 
si trova che il prodotto della r”"‘ orizzontale deH’uno per la s™" 

orizzontale dell’altro si riduce a » ovvero a 4- 4- a • 

2 »F » 2 ri > 

c pel prodotto delle loro r’"'’ orizzontali si trova A~ ; 

ma, essendo per ipotesi «rr=l , potremo ridurre questo prodotto 

ad . Segue da ciò che la r”'“ orizzontale del determinante, 

eh’ è il prodotto de’ due determinanti D ed A, è costituita da- 
gli elementi 



A 



A 



^ 2 9 2 s > • • » 2 



e quindi un tal prodotto sarà equivalente a quello di pel 

( A\** ^ 

. Per questa 
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espressione di D la (16) si riduce a B=-t-l ; e cosi resta dinao- 
strato che la sostituzione ortogonale definita dalle formole (13) 
è di determinante 1 . 

Cangiando il segno ad una linea qualunque di questo deter- 
minante, 0 ad un numero, impari di linee , si otterrebbe una • 
sostituzione ortogonale di determinante — 1 (n“ 4, VII). 

Se si tratta, per esempio, di una sostituzione binaria, sup- 
ponendo 

1 a 

, A— = 1 4- a* , 

— 0/1 

si trova 

1—0^ 2g 

6,, l-i-g’ l-Hu* 

Kt Kt. — 2g 1 — g^ 

1-i-g* l-Hu* 




vale a dire le espressioni degli elementi del determinante a sini- 
stra, che rappresenta il determinante di una sostituzione binaria 
ortogonale, sono rispettivamente uguali a quelle de’corrisponden- 
ti elementi del determinante a dritta. E cosi pure per una sosti- 
tuzione ternaria, supponendo ’ 
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Vili. 

ALCUNE I’UOPIUETA’ DELLE FUNZIONI OMOGENEE. 

1. Intorno alle funzioni omogenee di più variabili dobbiamo 
rammentare due proprietà generalmente conosciute, e che sono 
il fondamento di tutte le altre. 

» I. Le derivate parziali di un’ordine qualunque delle fun- 
» zioni omogenee sono anch’esse omogenee funzioni ; e, se m sia 
» il grado della primitiva , sarà m — 1 il grado di ogni derivata 
» prima ; »i — 2 quello di ogni derivata seconda ; e così di se- 
» guito » . 

» II. Il prodotto della funzione pel suo grado equivale alla 
» somma de’prodotti di ciascuna variabile per la prima derivata 
» della funzione rispetto a questa variabile ». 

Questa seconda proprietà è quella che costituisce il famoso teo- 
rema di Eulero sulle funzioni omogenee. 

2. Dinotando u una funzione omogenea delle n variabili 

x^, , x„, la sua derivata rispetto ad Xf sarà, come già si è 

detto, figurata da u^; indi u^, esprimerà la derivata di rispetto 
ad X,; similmente m,.,, esprimerebbe quella di Uy, rispetto ad ar,; 
c così di seguito. Quindi risulta che le quantità rappresentate 
da’simboli u^,, «rii» etc. sono sempre le stesse qualunque sia 
l'ordine degrindici. 

Posto ciò , se »i è il grado della funzione u , pel teorema di 
Eulero, avremo in primo luogo 

»n« = it,a;, . . + u„a;„ . (1) 

Indi , se si applica di nuovo il teorema di Eulero a ciascuna 
delle u, , Ug,.., u„, che sono funzioni omogenee di grado m — 1, 
si ottengono le identità 

(m— 1) u, = u„a-,-t-M,garg-t-..- 4 -u,„a;„ , 

(tn— 1) Mg = Mg, aj.-t- Mg, • 

(m 1) M^— ^ Wg , X, -t- Mg g Xg -f- . . “i— Mg g Xg , 

le quali costituiscono un sistema di u equazioni lineari rispetto 
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alle variabili x, , a;, , , . , x». È chiaro intanto che il dcterminànte 
di questo sistema è l'IIessiano della funzione u, c da ora innanzi 
lo dinoteremo col simbolo v , di modo che sarà 



w.i • w. 



^ni ^na • ^nn 



3. Il sistema delie n+1 equazioni lineari costituito dalla (I) 
e dalle (2) porge subito una relazione osservabile tra la funzione 
primitiva u,e le sue prime e seconde derivate; relazione che si ha 
nella risultante di quelle equazioni; quindi, siccome il primo 

membro di (1) si può scrivere {tn — faccia per 



compendio 



c si ponga 



mu 




m— 1 


» 






w. «« • 




Wg Wgj . 






«f.» 



sarà R=0 la relazione alla quale abbiamo accennato. Intanto, se 
dinotiamo con R„ ciò che diviene il determinante R, quando vi si 
annulla il primo elemento, vale a dire, se pongasi 



0 


M. 


M* . 


«n 




M. 


M„ 


M.a • 


M.„ 




Ma 


«a. 


«aa ■ 


M,„ 


» 


M„ 


«ni 


Mna 


■ 





è chiaro che la relazione di cui si tratta prenderà la forma 

Hg c -f- R, = 0 . 
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Se dinotiamo con IV, il complemento algebrico dell’elemen- 
to u„ a riguardo del determinante v , avremo (par. 1*, n“ 96) 

' «o = — 2- » 

ik 

formola in cui ciascuno degl’ indici t e k prende tutti i valori 
1, 2 n ; ed allora la precedente relazione, restituendo ad u„ il 
suo valore, diverrà 

i k 

'' 4. Essendo il determinante B simmetrico e nullo, il suo re- 

ciproco, che chiameremo R', sarà anch’esso simmetrico e nullo 
(par. !■, n’ 84 e 93). In conseguenza, se i complementi algebrici 
degli elementi di R, che sono figurati da u, ed u„, si dinotano 
rispettivamente con e V„ , osservando che V<,=«, avremo 

® V. V. . V, 

V. v„ V.. . y.„ 

V V V V 

V V V .V 

' » ’ ni ’ ne • ’ nn 

e però, mentre nel determinanle R' si ha in generale V„=V,r, 
si avrà pure (id, n.® 103). 

v;,=v,,v„, (3) 

f 

e quindi i successivi clementi di una linea qualunque saranno 
proporzionali alle radici quadrate de’successivi elementi princi- 
pali. 

Ciò premesso osserviamo che le n-+-l equazioni (1) e (2), po- 
nendo per simmetria 

— (m--l) = a;„ , 

divengono 
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a;, + w, 4 - . . -f- u, a;„= 0 , 

M. -H- «I. a;. -I- u„ a;, + . . ar, = 0 , 

u. a?„ -t- u„ X, -4- «„ X, + . . + u,' x„ = 0 , 



«« + u,.x. 4- M„. X. + . . 4- x„ = 0 , 



e ne risulta che le quantità x„, x, , x, x„ sono proporzionali 
ai complementi algebrici degli elementi di qualunque orizzontale 
del determinante R (§. I, n®7); o, ch’è lo stesso, sono proporzio- 
nali agli elementi di qualunque linea dei determinante B'. In 
conseguenza le dette quantità saranno ancora proporzionali alle 
radici quadrate de’principali elementi di questo determinante ; e 
quindi si ha la proporzione 



X.:..: x„=V/t: Vv. 



>S/Tnn 




Risulta da questa proporzione che, se è nullo il complemento 
di un elemento qualunque del determinante R, sarà nullo nel 
tempo istesso il complemento di ogni altro elemento; e siccome 
tra essi è compreso il determinante v , ch’è l’Hessiano della fun- 
zione primitiva u , cosi ne segue in particolare che , se è nullo 
l’Hessiano di questa funzione, sarà nullo il complemento di ogni 
altro elemento del determinante R; e viceversa. 

5. Dalla stessa proporzione si ricavano agevolmente le se- 
guenti osservabili relazióni : 




la seconda delle quali , considerata nella ipotesi particolare di 
r=i=n , ch’è il caso di frequenti applicazioni, si riduce a 



0 




• **•— « 




w.. 




«X» 


«. 


«« 


• I 


x,x. 


«T 


«»«.• • 


w» 






• r 

..•«1 




«« 




«s« 


• 


• 


• • 


•01 


• 


« • * 


• 






• ***-!, »-I 


'ih " 


«*. 
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6. Siccome il detcrmiiiaiite c è un dulcnninante simmetrico, c 
ciascuno de’ suoi elementi u^, ò (n° 1) una funzione omogenea di 
grado in — 2, ne segue che il suo reciproco è anch’esso un deter- 
minante simmetrico; ed ogni suo elemento U^, sarà una funzione 
omogenea di grado (n — 1) (m — 2). 

Supponendo che il determinante v sia identicamente nullo, il 
suo reciproco lo è del pari; ed in tal caso gli elementi di qualun- 
que linea di questo reciproco saranno proporzionali agli elementi 
di ogni altra linea; da che deriva immediatamente il seguente 
teorema: 

Se l’Hessiano di una funzione omogenea di più mriabQi ti an- 
nulla identicamente; e se inoltre è nullo identicamente il complemento 
di un elemento qualunque, allora il complemento di ogni altro de- 
mento sarà pure identicamente nullo; o in breve, tutti gli elementi 
del reciproco saranno identicamente nuUi. 

7. Ma l’annullamento identico dell’Hessiano di una funzione o- 
mogenea conduce ad una proprietà più riposta e di grande im- 
portanza, la quale consiste in ciò che allora le derivate prime 
della funzione sono legate tra di loro da una relazione omogenea 
lineare; e noi crediamo di far cosa utile e grata ai lettori ripro- 
ducendo una nuova dimostrazione che l’illustre Autore ne ha dato 
nel 1859, (*) permettendoci qualche leggiera modifica che vale a 
renderla alquanto più concisa. 

E dapprima si osservi che, essendo e=0 , per valori uguali o 
disuguali di r ed a, da 1 fino ad n, si ha sempre 

U», Mri'+‘ U,,«ra-|- . .-|-U,„Ur» = 0 . (4) 

Supponiamo che per un qualche valore di s le n quantità U,„ 
U„ U,„ possano avere un fattor comune di grado n in rapporto 
alle variabili (fattore che sarebbe 1, ove non esistesse); e che per 

(*) Questa proposizione e quelle che formano il soggetto del seguente nu- 
mero 8 sono tutte dovute ad Hesse, dal quale furono pubblicate fin dal 1851 
(Creile, T. XUI, pag. 1 19). Tuttavia la dimostrazione di quella, di cui trattasi 
attualmente, e dalla quale dipendono le altre, non era gran fatto soddisfacente; 
ed è però che l’Autore vi ritorna di nuovo nel 1859 (Creile, T. LVl. pag. 263) 
per dimostrarla di una maniera pm rigorosa. 
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la soppressione di un tal fattore l’ equazione precedente sia ri- 
dotta a 

C.«r. + C.«„-h..-l-C„JV„==0 , (5) 

dove c, , c, , . . , c, dinotano funzioni omogenee tutte di grado 
(n — 1) {m — 2) — fi , le quali non ammettono alcun altro fattor co- 
mune ; e che sarebbero tutte costanti, ove il fosse una tra esse. 

Inoltre, ammettendo che non sia nullo il complemento di alcu- 
no elemento del determinante v , eh’ è il caso cui si rapporta il 
teorema precedente, le quantità c, , c, c„ saranno tutte neces- 
sariamente diverse da zero. 

Posto ciò, se le n equazioni , che risultano dalla (5) con dare 
ad r i successivi valori 1, 2,.., n , si moltiplicano ordinatamente 
per a;,, a;,,.., x,., è chiaro che la somma de’prodotti, in virtù del 
teorema di Eulero, si riduce a 

c.u,-t-c.M,-l-..-|-t,u,=0 . (6) 

E se questa equazione identica si derivi rispetto ad x^ , dinotata 
con Cu la derivata di Cf rispetto ad Xj^ , in virtù della (5) e della 
relazione u„=u,r , risulterà 

C,r«. + C.r«.H = ‘ > .(7) - 

Sussistendo questa equazione per tutti i valori di r da 1 ad. n , 
avremo identicamente 

- ,i 

I I • I 

a ^a a • a ^ . 

•'i » *'an • ®nn 

e quindi, per tutti i valori di p e q da 1 ad n , sarà 

C, , Cp I + C j g Cp , 4 - • • -I- C, „ Cp „ = 0 . (8) 

Derivando ora l’ equazione identica (5) rispetto ad Xp , se si 
ponga per compendio 

I p 4~ a p 4“ ' ' 4- C„ Uf „ p — — ffpf (^) 
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( dove è da osservare che trp=tpr (•>“ 2) ) , otterremo 

I “1" *t" • • ”1“ ^np ^rn-~^rp ! 

e se in questa formolo si diano api successivi valori 1, 2,.., n, 
c quindi le equazioni che ne risultano si moltiplichino rispetti- 
vamente per C,, , C,,,.., , è chiaro che, in virtù della (8), si 

annulla identicamente la somma de' primi membri , e ne risulta 

I I "1~ C j g t,. , -H • • + Cj „ trn ® • 

Osserviamo attualmente che questa equazione, al pari della (8), 
sussiste per t>utti i valori di g da 1 ad n. Segue da ciò che le 
quantità <rn sono proporzionali alle , • • , ; 

e però è lecito di supporre 

f,-i = fcCp, , tr*-—^^p» * • • » ^rn—-^^pn > (H) 

dóve il fattore k è necessariamente diverso da zero se tutte non 
siano nulle le quantità tr, > 4. tr» • ^ ammesso per ora che 
non abbia luogo che questo caso, se le (10) si moltiplichino ri- 
spettivamente per ic, , a?,,.., x^, e quindi si faccia la somma dei 
prodotti, tenendo presente che Cp dinota una funzione omogenea 
' di grado (n — 1) (m — 2 ) — ^ , in virtù del teorema di Eulero risul- 
terà 

^(n-‘l)(m— 2) — k.Cp=lr , x,-\rt^,x, + . .-j-t^x^ . 

Sostituendo ora a im i valori, che si hanno dalla (9), 

si vedrà eh’ è nullo il polinomio a dritta , il quale in virtù delio 
stesso teorema di Eujero si riduce al primo membro della (5) 
moltiplicato per — (nt — 2) ; e quindi sarà anche nullo il pro- 
dotto ^(n— 1) (m — 2) — k. Cp ; ma per ipotesi ciascuno dei due 

fattori k e Cp è diverso da zero ; dunque dev’ esser nullo il 
primo de’ tre fattori; il che vuol dire, che le quantità c, , c,,.., c„ 
sono funzioni di grado zero ; e perciò costanti. 
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Se poi siàno nulle tutte le quantità tr, , in virtù 

della (10)' dovrà sussistere l’equazione 

C.p «r 1 + C.p tir . -t- • • + Wrn = 0 

per tutt’i valori di r da 1 ad n; e quindi, sussistendo la (5) pei 
medesimi valori di r, ne deriva che le c,p, c,p,.., c„p sono pro- 
porzionali alle c, , c, c„; e perciò sarà lecito di supporre 



ossia 



c^p — àc, , Cgp — hc ^ , • • 9 * (i-^) 



i(£i. 

dXp 



he. 



dc^ 

dx„ 



■ hc^ 



dc> 

dXp 






(13) 



dinotando h una funzione delle variabili, che resta a determina- 
re. Integrando le ultime equazioni , se si faccia per compendio 




avremo • 

^2 — c* Cx > Cji — ■€ C* t • • f C|x — e* Cu f 

dove le costanti della integrazione C, , C»,.., C* sono, in gene- 
rale, funzioni indipendenti da Xp . Queste relazioni proverebbe- 
ro che le funzioni c, , c,,.., c„ hanno il fattor comune e’; ma 
essendo invece prime tra loro, dev’essere ft=0 . E da ciò deriva, 
osservando alle (13) , che sono nulle le derivate delle funzio- 
ni c, , c.,.., Cu rispetto alla variabile Xp-, ma quindi sono nulle 
le loro derivate rispetto a qualunque variabile, e perciò que- 
ste funzioni sono costanti. Esistendo adunque tra siffatte costan- 
ti e le u, , u,,.., Uu la relazione (6), si ottiene la proposizione 
che trattavasi di dimostrare, cioè: 

Se ì' Hessiano di una funzione omogenea di più variabili si an- 
nulla identicamente , le derivate prime di questa funzione saranno 
legate per mezzo di una determinata relazione lineare. 

8. Quando tra le derivate prime della funzione u esiste una 

30 
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qualunque relazione, l'Hessiano v di questa funzione deve identi- 
camente annullarsi (§. VI, n" 4), poiché è desso il Jacobiano del 
sistema delle dette prime derivate ; e però, in particolare, dovrà 
verificarsi questo identico annullamento dell’Hessiano anche quan- 
do le derivale siano legate da una relazione lineare della forma 

hc„n„ = 0, 

dove c, , c, sono quantità costanti. Supponiamo intanto 
che la funzione u sia trasformata mediante la sostituzione lineare 

‘•P. = <*. ?/i + y„ , 

•P. = y. -I- 4- . . -f- ò.„ y„ , 



p«=p»y. V. + -- . 



in cui i coefficienti di una delle nuove variabili , come y, , sono 
le costanti della data relazione. Ora subito si riconosce che la 
trasformata è indipendente da y,. In fatti essendo 



du du dx^ du dx. 



du dx„ 

d^ly^ ’ 



siccome si ha in generale -^=:u, , ed è inoltre, in virtù della 
sostituzione, -r-^ ==fr » cosi Tultima formola si muta in 



ma il secondo membro è nullo per ipotesi, dunque lo sarà anche 
il primo; e ne segue, come si è detto, che la trasformata di u è 
indipendente dalla variabile y,. Dopo ciò , essendo stato dimo- 
strato nel numero precedente che, se l’ Hessiano di u si annulla 
identicamente, te derivate prime sono legate da una determinata 
relazione lineare, risulta evidente il seguente teorema : 

Se una funzione omogenea di n variabili possa , mediante una 
sostituzione Uneare , essere trasformata in una funzione di n — 1 
varidàifi , ti suo Hessiano sarà identicamente mUlo. 
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Reciprocamente : Una funzione di n variabili, di cui VHessiano 
fi annulla identicamente, può , mediante una determinata sostitu- 
zione lineare, essere trasformala in una funzione di n — 1 variabili. 

9. Ecco altre relazioni che menano ad osservabili conseguenze. 
Risolvendo le equazioni (2) rispetto ad abbiamo 



1) (U.rU. + U„«,H h UnrW») ; (14) 

e se questa identità si derivi una volta rispetto ad x^ ed una 
volta rispetto ad x, , tenendo presente che 

Hi r r “I" H, r r • • “l~ Uj, y ^ — l' , 

U, r «Il •+■ U, r «1 « •+■ • • -t“ U„ r «m = 0 , 

si otterranno le due relazioni 

^ + (m— 2) V , (1 5) 

(16) 

E derivando Tultima di queste identità rispetto ad x, , troveremo 



(ai;®; SÌA ) 

(”* 1) <, 4- . . 4- U»r “»|f ^ . 



poiché si ha 



(17) 



dx, 



u„+ 



dU.r 

dx. 



M«< = 



(U,f U, ^ j I+. .+Un ( ») 1 



come seguo dalia identità 

Uir “ii4-U,,. M,j 4- . • -t- U„r w«< = 9 » 

derivata rispetto ad x,. Osservando ora alla relazione (1) cadrà 
sott’occhio che , se si abbia», = u,= •• =w„ = 0, sarà pure 
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u=0; ma iitollrc vedasi dalla (14) che si ha nel tempo stesso 
e quindi le (15) e (16) dimostrano che ne risulta «, = », = •• 
= =0. In conseguenza : 

' Data una funzione omogenea di più variabili, qualunque sistema 
di valori di queste variabili capace di annullare tutte le derivate 
prime della funzione, annullerà ad un tempo la stessa funzione, ed 
il suo Hessiano con tutte le derivate prime dell’ Hessiano. E conse- 
guentemente anmdlerà pure IHessiano deW Hessiano. 

10. Supponendo che u, , u^,.., u„, anziché essere le prime 
derivate di una stessa funzione u , siano funzioni omogenee qua- 
lunque di gradi m,, m„,.., m„, e che u indichi il loro Jacobiano, 
in tal caso pel teorema di Eulero si avrà il sistema lineare 

(r=l , 2,..,n) , 

che, risoluto rispetto ad x^, dà l’equazione identica 

-i- . . + , (18) 

la quale, se le funzioni sono dello stesso grado tn , si riduce a 

VX,. = m (U,r«. -h U.rW. -t- . . -t- U,„«„) . (19) 

Se questa ultima identità si derivi una volta rispetto ad x,. ed una 
volta rispetto ad a:, , è chiaro che i risultamenti sono , in quanto 
a forma, ciò che divengono rispettivamente (15) e (16) mutan- 
dovi m — 1 in m; e quindi tenendo ancora presenti le equazio- 
ni (18) e (19), ne dedurremo il seguente teorema: 

Se più funzioni omogenee di altrettante variabUi sono annullate 
da un comune sistema di valori di queste variabili , un tal sistema 
annullerà pure il loro Jacobiano. E se di più le funzioni sono di 
uno stesso grado , quel sistema annullerà benanche la derivata del 

Jacobiano rispetto a qualunque delle' variabili. 

... 1 . 1 . 

'u;‘ -:d 
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§. IX. 

ALCUNE TRASFORMAZIONI E PROPRIETÀ DELLE FORME ; 

ED IN PARTICOLARE DELLE BINARIE E DELLE QUADRATICHE. 

1. Le funzioni omogenee razionali ed intere di qualsivoglia 
numero di variabili per brevità di linguaggio sogliono chiamarsi 
attualmente col nome di forme (*) ; le quali poi diconsi binarie, 
ternarie, quaternarie, etc. secondochè contengono o due variabili. 
0 tre, o quattro, etc.; ed in quanto al grado una forma è lineare, 
se del 1“ grado; quadratica, se del 2“; cubica, se del 3“; biquor- 
dratica, se del 4°; quintica, se del 5°, etc. Cosi delle tre funzioni 

(M!* bxy 4- ex* , 
ax’ -I- 6x*y -f- cxy* -i- dy* , 
ax" ■+- by^ ■+■ cz* + dxy 4- cxz 4- dyz , 

la prima e la terza sono due forme quadratiche, l’una binaria, 
l’altra ternaria; e la seconda è una forma cubica binaria. 

2. In generale è chiaro che i termini di una forma completa di 
grado m, relativa ad n variabili x, , x, ,.., x„, fatta astrazione 
da’ coefficienti, sono tutti i termini che risultano dallo sviluppo 
del polinomio ( x, 4- a;, 4- • • 4 - )” ; laonde per aver la forma 
basterebbe effettuare lo sviluppo, senza tener conto de’coelffcienti 
numerici polinomiali , dando invece ad ogni termine un coeffi- 
ciente indeterminato. Ma tuttavolta si trova ^sovente opportuno 
di ritenere anche i coefficienti numerici ; e questo sistema suole 
specialmente adottarsi per le forme binarie di qualunque grado, 
e per le forme quadratiche. Laonde , dinotata con u una forma 

( ‘ ) Nome introdotto da Gauss per indicare funzioni omogenee , non solo 
razionali ed intere, ma che di più avessero numeri interi per coefficienti. Tut- 
tavolta il significato di questa parola è ora alquanto più esteso, essendo con- 
venuto di aversi riguardo all’ultima condizione solo nelle ricerche aritmetiche 
relative alle forme. 
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binaria di grado »i , rclaliva alle variabili x, y, si avrebbe 
u==a„a:"+ma.«’^'y-H x*"- Y-h- • -HarnV”; 



e, se pongasi per compendio 



m(ni— l)(m— 2) . ■ (m— r+1) _ /^i 

Ix2x3x-*xr ^ 

notazione da cui deriva (m)„=l, potrà scriversi più concisamente 



u = o„x*“ -+-(»»), a, x™ ’y + (m)jO,x"’ ’y’ + - (1) 
od ancora 

r 

con che s’ intende la somma di tutti i termini, che si ottengono 
dal tipo (m)rarX”*~Y * dando ad r tutti i valori 0, 1, 2 m. 

3. Se u dinoti una forma quadratica ad n variabili x,, x,,.., x„, 
e sia Or, il coefficiente di x^x,, si avrà 

u=^^^dr, Xf X, , 

r 5 

a condizione che ciascuno degl’indici r ed s prenda tutti i valori 
1, 2,.., n, ed inoltre che sia a„ = o^: allora i termini che con- 
tengono i quadrati delle variabili saranno quelli che risultano da 
valori uguali degl’indici r ed s ; mentre per ogni sistema di va- 
lori disuguali di questi indici, si ottengono due termini a^x^x, , 
a„ x,Xf, i quali si contraggono in un sol termine 20 ^, x, x, . 
Del resto è chiaro che possiamo anche scrivere 



a^r x^ -t- 2 » (2) 

r TS 

ma in questa espressione, mentre la prima somma va estesa a 
tutti i valori di r da 1 ad n, nella seconda i sistemi di valori di r 
ed s saranno le sole combinazioni binarie de’ numeri 1 , 2,.,, n. 
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4. Una forma binaria di grado dispari può, in generale, essere 
trasformata in una somma di potenze dello stesso grado di deter- 
minate funzioni lineari delle due variabili; vale a dire, supposto 
»M=2n — 1 , la forma (1) può essere cangiata in 



A, (x+a,y)'* hA„(a;-+-a„y)”*“', (3) 



dove A, , A,,.., A„ ed a, , a,,.., a, sono costanti pienamente de- 
terminate. In fatti il numero di queste costanti è precisamente 
uguale al numero de’cocflìcienti della forma data, a„, a,, a,,.., 
®»n-> ; ® quindi , paragonando le due forme , si comprende che 
quelle possono, in generale , essere determinate per mezzo di 
queste. La novella forma è conosciuta attualmente col nome di 
forma canonica della forma binaria di grado dispari, nome intro- 
dotto daH’illustre Sylvester, al quale è dovuta la idea e la teoria 
di queste importanti trasformazioni. 

Eguagliando i coefficienti delle stesse potenze di x nella forma 
primitiva e nella forma canonica, si ottengono subito le seguènti 
2n equazioni 



«0 

a. 

a. 



K 

- A| CCj 

:A.«; 



-H Ag 
-4- A, a, 
+ A.a! 



A„ 

•A,«; 






- 4 *11-^1 , A «n— « , , 



A ■" 

A» 



per mezzo delle quali si determinano facilmente i valori delle 2n 
incognite costanti. In fatto , se in questo sistema si considerano 
n-i- 1 qualunque siano successive equazioni, per esempio quelle 
che hanno per primi membri a^, «r+i > potremo 

eliminarne le A,, A,,.., A„ (§. I, n® 6) ; e però sopprimendo 
dalla risultante il fattore («, a, . . a„f , otterremo l'equazione 



a, 11.1 

«I «« • ®n 

_ ■ ft fi 

«r+» «1 “» • “■ 



= 0 , 



n ti 

OCf Og 



(8) • 



la quale sussiste per r=0,l,2,..,n — 1; e che, chiamando 
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Po* Pi • P» i complementi algebrici degli elementi della 
prima verticale del determinante, si trasforma in 

Po ®r "1” Pi ®r+i ”t“ • ' "1~ P«— I ^r+n—x “1“ P»Or+» = 0- (6) 

Posto ciò, se dinotiamo con f{z) ciò che diviene lo stesso deter- 
minante mutandovi gli elementi della prima verticale nelle suc- 
cessive potenze 1 , z , z*,.., 2 " , avremo ancora 

/■(z) = Po + PiZ + P*Z* + .- + PnZ" ; 

e le a,, a,,.. a„ Saranno le n radici (pag. 187, nota) deU’equazio- 
ne /■(z)=0. Inoltre supponendo 

? ( 2 ) = (- — «i) ( 2 — a.) a,) . . (z — a„) 

= + ^n-i * + ^*»-» 2» “l" • • ”1“ ^i » 

.5 

siccome a,, a,,.., sono ancora radici dell'equazione 

<f (z) = 4 - z z* 4- . . -f- fc, z“~' 4 - z" = 0 , (7) 

risulta che le funzioni /(z) e f (z) non possono dififerire che per 
un fattore indipendente da z , e perciò si avranno le relazioni 

Po"~P*t^n > Pi*^Pn^«— I » P«^^P*^n— 2 >••> P*i— i^— P*»^i * 

per le quali la (6) si muta in .. 

^ 1 * ■+* ^n-i ®r+i + • • "h *i «r-Hi-i + «r-H» = ® ^ 

Questa formola, dando ad r i valori successivi 1 , 2,.., n, porge 
il sistema di identità 

+ ^'n_i a, -H . . 4- a«_, 4- a„ = 0 , 

a, 4-A„_,a, 4- . . 4-A, o„ 4-a„+, =0, 

^’n ®n-i + ^»-i®n 4“ • • 4“ 4- 04 „_, = 0 , 

ed in fine , eliminando tra queste n equazioni e la (7) le quan- 
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tità le jfc„, A, si ottiene l’ equazione di grado n 

> 

1 = 3 * 

(Xq Q,^ Ug 

a. fl. a. 

a—, a» a» 

le cui radici sono i valori delle costanti , o, Determi- 
nati questi valori, quelli delle altre costanti A, , A,,.,, A„ po- 
tranno ottenersi dalle prime n equazioni del sistema (4). 

Se r ultima equazione avesse radici uguali la trasformazione 
sarebbe impossibile, come subito si rileva dalla (5) ; poiché in tal 
caso il suo primo membro è identicamente nullo. E da ciò deriva 
che la trasformazione in discorso esige per condizione essenziale 
che siano disuguali le radici dell’ equazione in z. 

È evidente che per la forma canonica, di cui ci siamo occupati, . 
potrebbe ancora adottarsi il tipo 

(a, X S, (a, « -h y)**”*-!- • • -I- («n V)**”' * 

perchè il numero delle costanti è sempre uguale a quello de’coef- 
ficienti della forma data. 

5. Proponendosi la medesima trasformazione per una forma 
binaria di grado pari, che ha un numero impari di coefficienti, 
questo numero non può essere uguale a quello dei coefficienti inde- 
terminati, che si richiederebbero per la forma canonica, il quale 
è sempre pari; e da ciò facilmente si conchiude che, in generale, 
le forme binarie di grado pari possono in modi infiniti essere ri- 
dotte a forme canoniche.Del rimanente il sig. Cayley ha da ulti- 
mo meglio Gssato la nozione delle forme canoniche delle forme 
binarie di grado pari (Creile, 1857 tom. LIV, pag. 48) , nozioni 
che si vanno estendendo alle forme ternarie, quaternarie, etc; ma 
qui non possiamo che arrestarci a questo cenno , trattandosi di 
ricerche che si collegano a teoriche di altra natura. 

6. È importante ad osservare che le funzioni non omogenee di 
due 0 più variabili , e specialmente le algebriche razionali ed in- 
tere, possono sempre cangiarsi in omogenee, introducendo ne’di- 

31 



■ 

■ «n-. 



= 0 , 
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versi termini le convenienti potenze di una nuova variabile ; il 
che permette di applicar loro le proprietà delle funzioni omoge- 
nee , salvo a ridurre i risultamenti con porre, a calcoli finiti , la 
nuova variabile uguale ad 1 . Cosi invece della funzione 



, 

o dell’ altra 

f i^) = flo -t- ("0 . «. (»«), a, H 1- a„ , 

si può considerare la forma (1), la quale diviene identica ad f{x) 
per j/=l ; di modo che, se quella forma si dinoti con 
si ha tf{x , i) — f{x). 

7 . Data una funzione omogenea di più variabili , se si ugua- 
gliano a zero tutte lo sue derivate parziali del 1® ordine , e dalle 
equazioni cosi formate si eliminino le variabili, la funzione dei 
coelflcienti , che si ottiene in tale guisa , è ciò che Sylvester ha 
chiamato discriminante della funzione omogenea. 11 discriminante 
adunque della forma binaria 7 {x,y), poc’anzi considerata, sarà 
il primo membro della risultante delle due equazioni 



il^{x,y)_ 

dx ~ ' dy ' 



Ciò premesso, essendo pel teorema di Eulero 

^ I df(x,y) 

mf[x,y)— x-^- y. 



se in questa formula si ponga j/=l, siccome in tal caso il fattore 
variabile del 1® membro equivale ad f{x ) , cd il coefficiente di x 
nel 2® si riduce ad f'{x ) , chiamando ciò che diviene il coef- 
ficiente di y per y=l, ne dedurremo 



^{x)=mf{x)—f{x). 

Ora è chiaro che , tanto è eliminare le due variabili a; ed y dalle 
due equazioni (8) , quanto è eliminare la sola x tra le due equa- 
zioni f{x)= 0 , e .;.(®)=0 ; ma d’altra parte bisogna osservare che 
tanto è eliminare la x tra queste due equazioni, quanto è eliraU 
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aarla tra le due f{x)=Q ed f(x)=0 ; e da ciò risulta che il di- 
scriminaote della forma binaria <f{x,y) non può differire che per 
un fattore numerico dai determinante dell’ equazione f[x)=0 
(pag. 179, n° 2), o dall' ultimo termine dell’equazione ai quadrati 
delle differenze delle sue radici (pag. 183). 

8. Supponendo ora che u dinoti una forma quadràtica ad n va- 
riabili x„ , se si prenda la sua derivata rispetto ad Xr, 

si avrà in virtù della (2) , 



du 

dXf 




®r« 



X. 



l’indice s dovendo prendere tutti i valori 1, 2 ,.., n; talché sarà 



1 

-jUr=^a„x,-]-ar,x, + ..-{-a^x, , 



( 9 ) 



Questa formola, facendovi r=l, 2 ,.., n, porge il sistema lineare 



Y «, = a„a:.-4-a,.x,4-. 


• + a.» . \ 




lij — • 




(10) 




' • ■+- <*n» > I 





ed è chiaro che il suo determinante é il discriminante della for- 
ma u ; di modo che chiamando A questo discriminante si avrà 



A= 



Derivando ora l’equazione identica (9) rispetto ad x, risulta 



1 

-^Uf, — Of, ; 



( 11 ) 



quindi, chiamando v l’Hessiano di u, si ha evidentemente v=:2"A; 
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e nc segue (§. VII, n® 3) che: se una forma quadratica sia trasfor- 
mata mediante una sostituzione lineare, il discriminante della tras- 
formata sarà uguale al discriminante della primitiva moltiplicato 
pel quadrato del determinante della sostituzione. 

9. Siccome la forma u è una funzione omogenea di 2® grado, 
pel teorema di Eulero sarà 

2u=u,x^-hu,x,-h . .-]-u„x„ , .( 12 ) 

e quindi, in virtù delle (10), la u si può esprimere coitae segue 



M = (a.. 

-H (a„ a:. 4- a:, + . . -t- a,„) x, / 



-I- (««. x,-ha„x,+ ..-h a,„) x„ 



(13) 



10. Ma la forma u può ancora rappresentarsi con un determi- 
nante di grado n+1. Sia il complemento algebrico di a,., 
a riguardo del determinante A, ed A' il reciproco di A ; sarà 



A' = 



Ajj . A,„ 

Agj -Afta • A^„ 



■'^ni -^na • -“^fi 



Ciò premesso è facile di vedere che si ha identicamente 





0 


a;. 


X 

**•2 


. 


1 




A„ 


A,a 


• A,„ 


— ^«-a 


a;. 


A„ 


Aja 


• Aj» 




. 


• 


■ 


. . 






A„, 




• A,„ 



In fatti sia a„ il complemento algebrico dell'elemento A„ a ri- 
guardo del determinante A' ; sarà (pag. 71) or, = A’*~*a„; e 
quindi la formola precedente si traduce (pag. 76) in 



u 



J^n-a “r» 



11. Se nel determinante, che figura neirultima espressione della 



Digilized by Google 



237 



forma u, si cambiano gli elementi A„ negli clementi primitivi a„, 
e le variabili x, , x, x„ in altre variabili y, , y, y^ , si ha 
un’altra forma quadratica 

0 y. y. • y» 

y. a.. • a.n 

V= y. a., a,, . a,„ 

Ti 

y» » 

la quale dicesi forma aggiunta, e talvolta forma reciproca della 
forma u. 

Supposto che le nuove variabili y, , y. ,.•> y» siano legate alle 
variabili primitive x, , x, x^ per mezzo delle relazioni 

yi='2'W, , ya= "j" yi»=‘^u„ , 

in tal caso la forma aggiunta si può immediatamente esprimere 
per mezzo della primitiva. In fatti, se dalla prima verticale del 
determinante superiore si tolgono tutte le altre, ordinatamente 
moltiplicate, a cominciare dalla seconda, per x, , x, x„ , te- 
nendo presenti le (10) e la (12) , si vedrà che si annullano tutti 
gli elementi di quella verticale , eccetto il primo, che si muta 
in — u ; e quindi si ha evidentemente 

V=— Au. 

12. Immaginando che la forma quadratica u sia trasformata 
per mezzo della sostituzione lineare 

®r = ^ri yi -H ya-l" • • + ^rn y» » (1^) 

sia 

** I Vr y» » ®,r)* 

rt 

Intanto la composizione de’ coefQcienti c^, si può mettere più fa- 
cilmente io evidenza operando la trasformazione sulla (13); e però. 
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cominciando dal trasformare il sistema delle funzioni lineari chiu- 
se tra parentisi, supporremo 

“ = (^1 1 Vi + • • + *« » y») (*J I Vi + • • -i- Vn) 

-t- (*.. y. + • • + A. » y») (ft. . y. -t- • • + 1.» y») 

■1“ (^» I yi “!■••• + *« » y«) (*ni j/i I» y») » 

dove si ha in generale 

+ flj,, fr.j + ••-+- fflp» • (15) 

Posto ciò , cercando nello sviluppo di u il coefficiente di y^y, , 
coefficiente già dinotato con 2Cf, , troviamo 

2 ^ I r » + *« r I r f 

|-h A,, 6,r 4- k,, 6,r 4“ • • 4- A», • 

Ora, se nella (15) si muti q in r, e, dando api valori succes- 
sivi 1 , 2,.., n, le quantità A,,,.., A„,. si moltiplichino 
ordinatamente per à,, , ò,,,.., b„,, addizionando i prodotti, e te- 
nendo presente che a,., = o,r . risulterà 

A, r bj, ■+■ Kr 4- . A„,. à„, 

> A, , ò, -I- A, , 6, É . -1- A„ , 6„ f , 

e quindi pe’ coefficienti della trasformata si ha la formola 

®ri = A,,. 6,, -+- A,,. 6,, -I- . . -f- A,, ò„, , 

che conserva lo stesso valore quando vi si muta r in s , e nella 
quale i valori di A,,. , A.^ sono determinati dalla (15). . 

13. Se i coefficienti della sostituzione fossero assoggettati a 
verificare la relazione 

f = A, r 4- A,,. . 4- A„r ò„ , = 0 

per tutti i sistemi di valori disuguali di r ed s , risultanti dalle 
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combinazioni binarie de’ numeri 1 , 2 n , in tal caso i rettan- 
goli delle variabili , vale a dire i loro prodotti a due a due , spa- 
rirebbero tutti dalla trasformata , la quale più non conterrebbe 
che i loro quadrati ; ed allora ponendo 

®r=Crr = ^ir^ir • +*nr Kr • 

la trasformata si ridurrebbe a a, Vr > 



«. Vi- 



>y. 



yl 



«n Vn 



I coeiTìcienti «, 



a„ possono essere, a 'seconda de’ casi. 



quantità positive o negative ; ma per brevità suol dirsi che la 
forma primitiva è ridotta ad una somma di quadrati. 

Può intanto osservarsi che la particolare trasformata , che qui 
abbiamo considerato , è propriamente la forma canonica della 
forma quadratica , dovendo tenersi presente che le nuove varia- 
bili y, , y,,.., y„ sono, in virtù della sostituzione, funzioni omo- 
genee lineari delle variabili primitive. 

È del resto evidente che una forma quadratica può in modi 
infiniti ridursi alla sua forma canonica , perchè il numero delle' < 
condizioni cui debbono soddisfare gli n* coefficienti della sosti- 
tuzione per la scomparsa de’ rettangoli delle variabili , i quali 
n(n — 1) 



sono- 



, è minore del numero de’ coefficienti. 



14. È a notarsi in particolare che la detta trasformazione può 
essere operata mediante una determinata sostituzione ortogona- 
le ; perchè in questo caso i coefficienti della sostituzione debbo- 
no soddisfare non solo alle condizioni per la scomparsa de' ret- 
tangoli, che sono anche a quelle che caratterizzano 

la sostituzione ortogonale (§.VII, n° 4, I), e che sono ^ ^ . 

Laonde, siccome la somma di questi due numeri equivale ad n’, 
ne segue che nella ipotesi attuale i coefficienti della sostituzione 
sono completamente determinali ; ma resta ora a definire le 
espressioni di questi coefficienti e di quelli della trasformata. 

A tal’ effetto supporremo che la forma m sia trasformata me- 
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diante la sostituzione (14) riguardata come ortogonale; ed al- 
lora tornando dalla nuova alla forma primitiva (§.VII, n" 4, Vili) 
col mezzo della sostituzione 

Vr=Kr r . 

avremo identicamente 

ri r 

da che risulta 

®rf = “i ^ri + ^»a + • • + ^»n • 

Se ora in questa relazione si diano ad s i valori successivi 
1, 2,.., n, e le identità. che si ottengono, si moltiplichino ordi- 
natamente per b^, si vedrà subito che la somma dei 

prodotti si riduce (§. VII, n® 4, IV) ad 

«ri + <*r» *»|-|-» • + ®rn Kt = “,K$ • (^®) 

Questa formola, facendovi r=l , 2,.., n, porge un sistema di n 
relazioni, da cui si possono eliminare le quantità 6„, b^,.., b^, 
(§. I, n° 7); ed in tal guisa si ha l’ equazione 



a • ®j n 



a.. 



• «£. 



= 0, (17) 



che determina il valore di a,; ma quindi è chiaro che, se pongasi 



o, . — z a. 



• a. 



/■(z) = 



-- . a, , 



• fl- 



le n radici dell'equazione f{z)==0 saranno i valori de’ coellìcienti 
della trasformata, vale a dire delle quantità a, , a,,.., a„. 
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Inoltre, siccome il primo membro della (17) è il determi- 
nante del sistema lineare (16), dal quale sono state eliminate le 
b„, bn,f ne segue che queste quantità sono proporzionali 

alle radici quadrate de* complementi de’ principali elementi (pag. 
79, e 120); e perciò chiamando il complemento dell'ele- 
mento principale a^r — a , , si avrà la proporzione 

^1» • à, , ; . . : , = y/ M„ : \/ M„ Mn, ! 

e quindi, essendo per la natura della sostituzione ortogonale 

^1. r + + àj r -t- • • -h b^,r = 1 . 

se si ponga M,, + M,, . 4- M*,=P, , i coefficienti della so- 
stituzione saranno determinati dalla formola • 

15. Le radici dell’equazione f(z) = Q sono tutte reali, e tra le 
varie dimostrazioni sembra semplicissima la seguente dovuta a 
Sylvester. Osserviamo dapprima che, per trasformare l’equazio- 
ne f{z) =0 in un’ altra f (l) — 0, le cui radici siano i quadrati 
di quelle della prima, converrà porre t—z*, e la trasformata si 
otterrà eliminando z tra le equazioni f{z)=0, t=z^; ma questa 
eliminazione può subito farsi moltiplicando la funzione f{z) per 
la funzione f{ — z), perchè il prodotto non può contenere potenze 
impari di z ; e quindi basterà mutarvi z in t per ottenere la 
trasformata che si cerca. Ciò posto essendo 

a., . «,n 

I * ^2» 

• • • • 

I a * n 





se si dinota con C il quadrato del determinante A, e si supponga 

^11 • ^xf» 

fai Cga , 

t 

C i* . f: 

si riconosce agevolmente che il prodotto f{^)xf{ — 5 ) è ciò, che 

32 
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diviene il deleiininaiite C, soUjaendo da ciascuno de' suoi ele- 
menti principali; c quindi mutando 2* in l si ha l'equazione 



, — t c. 








le cui radici sono i quadrati di quelle dell'equazione f(z) = 0 . 
Intanto, chiamando Sr la somma di tutti i principali minori di 
;?rado r di C , Tequazionc y (<)=0 si sviluppa (pag. 58) in 



(-t/'+S. (-<)"-'+ S. {-tr-’+S, •• +S,=0; 

ma siccome S, è una quantità essenzialmente positiva (pag. 50, 
n° 09), risulta che questa equazione ha i segni alternati, e quindi 
non può avere radici negative. 

Segue immediatamente da ciò che l' equazione f (z) = 0 non 

può avere una radice della forma 2=9^/-^ , poiché l’equazione 
f (<) = 0 dovrebbe averne una della forma t= — q*; il che è as- 
surdo. Se poi l'eqqazionc f(z)=0 avesse una radice della forma 
z=p-i-q\/ — 1, ponendo 2=p-+-2', la trasformata in 2' , 

I (*^ta~W " • ^a n .. 

— U f 

I ^»a • (^n n P} - 

ammetterebbe una radice 2' della forma q\/ — 1 , il che è im- 
possibile, E quindi risulta, come voleva dimostrarsi, che l'equa- 
zione f(z) = 0 non può avere che radici reali. 

10. La riduzione della forma quadratica u alla forma canonica 

“1 Vi “a Va ■+■ “s yj + • • -t- «n Un (1®) 



può ancora essere elTcttuata a condizione, che le nuove variabili 
!/i> Va’**» Vn siano funzioni omogenee e lineari delle variabili 



Digilized by Google 



243 



primitivo , x^,. . , x„ , della seguente forma particolare : 



x.4-ai x.H-a', x, H 1- -f- < x„ = y. , ^ 

x, 4 -a" X, ^ h <_,x„_, -f- o" x„ = y. , i 

Xj -I- • • 4- ,x„_ , ■+■ a'H x^ ■= y, , f 



+ = y»-. . 

^« = y» • 



(19) 



E la possibilità della trasformazione risulta immediatamente da 
ciò che il numero de’ coefficienti della forma primitiva è uguale 
al numero delle costanti, che entrano nella (18) e nel sistema li- 

n(ji4-l) 

neare (19), le quali sono in tutto 



Ora quello, che più di tutto interessa nella presente trasforma- 
zione, si è la determinazione delle n costanti a, , ed a 

ciò si perviene di una maniera sernplicissima. Egli è chiaro che 
la forma primitiva può riguardarsi come quella in cui si trasfor- 
ma la (18), mediante la sostituzione lineare (19); ed allora, essen- 
do A il discriminante della primitiva, se dinotiamo con B quello 
della (18), e con D il determinante della sostituzione, sarà (n® 8) 
A=BD’‘; ma è B=«, , D=l, così risulta A=«, «... ««. 

Resta cosi determinato il prodotto delle costanti «,, «.,.., «„; ma 
lo stesso principio può subito condurre al valore di ciascuna. 

Si osservi che la (18) pe’ valori (19) è identicamente uguale 
alla forma primitiva, della quale or giova tener presente l’espres- 
sione (13) ; e la identità tra le due espressioni non cessa di sus- 
sistere annullando nell’ una e nell’ altra le stesse variabili, qua- 
lunque esse sieno; e però, annullandovi le x,.+, , x,.+.,.., x„, sarà 



(cijj Xj -f- U,. X. 
(a„ x,-f-a„x. 



•ajx. 



■(«r. 



J 









• flrr) «r / 



' 4 - a^; , 



Intanto, siccome il primo membro di questa identità è la forma 
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quadratica ad r variabili x, , , cui si riduce la primi- 

tiva con porvi uguali a zero tutte le altre variabili , se pongasi 

^la * ^ir 
^ai ®aa * ®ar 

®ri **ra • ®rr 

avremo a, «a .. 6^=^^ , e sarà di seguito = Ar_, • Da 

ciò la formala ar=' ** , la quale, dando ad r i valori succes- 
Ar_x 

sivi 1, 2,.., n, porge i valori di tutte le costanti ; e cosi risulta 






9 9 S 9 



A„_. 



( 20 ) 



dove A„=l, come segue dalla identità di poc’anzi; ed inoltre 



A, — cfj, , Ajj — 




» A, — 


^12 




^21 ^29 




^2X ^29 ®25 






s. 


^81 ^82 ^58 



17. Per ciò che riguarda i coefficienti del sistema (19) ci limi- 
tiamo ad aggiungere che, se si dinota con tv ciò, che diviene il 
determinante A^, quando agii clementi dell’ultima verticale si 
sostituiscono le metà delle derivate di u , prese ordinatamente 
rispetto ad x , , x,,.., x^, vale a dire, se pongasi 






si avrà in generale A^ t/r=Vr (‘) 5 ma bisogna osservàre che, 
quantunque apparisca come funzione di tutte le variabili 
a:,, x,,..,x„ , pure essa lo è delle sole Xr, x„. In fatti. 



( * ) Ci dispensiamo per brevità dal dimostrare questa relazione, che facil- 
mente deriva dalle cose precedenti ; ma può al bisogno riscontrarsi ima me- 
moria di Jacobi nel tom. LUI di Creile, pag. ?G5. 
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sottraendo dall’ ultima verticale tutte le altre moltiplicate, a co- 
minciar dalla prima, per x„ x^_^, in virtù delle (10) si avrà 

®i» • ®«.r— I ®ir®r ®i.r+i ®r+i + • • + a?» 

®«» • ®B,r— I ®»,r+i 



®n <*ra • ®r,r— i ^rr^r "1“ **r,r+i ^r+i + «r» ■®n 

In conseguenza l’espressione di è della forma 

^rr + ^r.r+i ^r+i ”1“ ^r.r+» ^r+a + •'“(“ ; 

dove àrr,àr.r+i SODO i successivi determinanti delle matrice 

®ji ®za • ®ir ®i.r-4-i • ®in 
®ai ®aa * ®ar ®a,r+i • ®an 



®ri ®ra • ®rr ®r,r+i • 

di talché si ha in generale 








ed h„ — A,. . Avremo adunque h„y,j=Vf , e dando ad r i valori 
successivi 1, 2 ,.., n, otterremo il sistema lineare 



*1. y. = à.za!,-l-A,.a:,H hA,„a:„ , 

^aa®a'+" ’ + àgn , 

Kn'Jn= Kn^nJ 

equivalente al (19), ma con coefficienti pienamente determinati. 
La forma (18), essendo A„y^Vr, Ao = l , può cangiarsi in 





ed i valori di»,, saranno i secondi membri delle (21). 
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18. Intorno alla riduzione di una forma quadratica a forma ca- 
nonica è necessario di osservare che la supposizione, che la forma 
data sia una funzione di n variabili indipendenti, esige che il suo 
Hessiano o discriminante (u® 8) sia diverso da zero; senza di che 
questa forma sarebbe in realtà una funzione di meno di n varia- 
bili (pag. 227) ; il che è contro l’ ipotesi. E di fatti le trasforma- 
zioni precedenti sarebbero impossibili ove fusse A = 0. 

19. Ma le innumerevoli forme canoniche di una stessa forma 
quadratica sono dotate della proprietà rilevantissima, che forma 
il soggetto del seguente teorema: 

Data una forma quadratica a coefficienli reali, se mediante una 
sostituzione lineare ed a coefficienti reali si trasforma in un altra, 
che contenga solo i quadrati delle nuove variabili, sarà costante nel- 
la trasformata il numero de’ quadrati affetti da coefficienti positivi , 
e quindi anche quello de’ quadrati affetti da coefficienti negativi. 

Per dimostrare questa proprietà, denominata dai Sylvester 
legge d’ inerzia delle forme quadratiche , supponiamo che la for- 
ma M sia ridotta alle due forme 

mediante due diverse sostituzioni lineari e reali ; ed osserviamo 
in primo luogo che, in virtù di queste sostituzioni tanto le y , , 
Vai”» !/»< quanto le v,, v„,.., v„ sono funzioni omogenee lineari 
delle variabili primitive x,, x,,.., x„; e sì le unc che le altre 
sono tra di loro indipendenti. Laonde, se si considera un numero 
di queste funzioni che sia minore di n , è sempre lecito di sup- 
porre che tali funzioni siano annullate da un conveniente sistema 
di valori delle variabili, senza che alcun’ altra funzione rimanga 
da questo sistema annullata. 

Ciò premesso supponiamo, per fissar le idee, che nella prima 
delle due trasformate vi siano i termini negativi; ed ammettiamo 
che nella seconda ve ne sia un numero maggiore t fc. Allora , 
dovendo le due forme essere identicamente eguali , se mediante 
un sistema conveniente di valori delle variabili x,, x^,.., x^, im- 
maginiamo che si facciano ad un tempo sparir dalla prima tutti i 
termini negativi, e dalla seconda tutti i positivi, il che è sempre 
possibile, perchò il numero totale di questi termini è minore di n. 
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saremmo coodutli ad uti' eguaglianza tra una quantità positiva 
cd una quantità negativa, vale a dire ad un assurdo. Dunque la 
identità delle due forme può sussistere solo se abbiano uno stes- 
so numero di termini positivi , ed uno stesso numero di termini 
negativi , come si è proposto p dimostrare. 

20. Risulta da questo teorema che, qualunque sia la sostituzio- 
ne lineare c reale, che riduca la forma u alla forma (18) , la ri- 
dotta avrà tanti termini positivi e tanti negativi, quanti sono ri- 
spettivamente i termini positivi e negativi della forma (20) o 
della (22) ; e perciò , quante sono rispettivamente le permanenze 
e le variazioni di segni nella serie 1 , A, , A, , •• , A„ , i cui ter- 
mini, eccetto l’unità , sono i successivi principali minori deter- 
minanti del discriminante della forma primitiva. 

21. La determinazione del numero delle radici reali di un’equa- 
zione algebrica di grado n, comprese tra due limiti qualunque, è 
una delle più belle applicazioni della legge d’inerzia delle forme 
quadratiche; ed il metodo generale per siffatta ricerca si è quello ' 
di considerare una conveniente forma ad n variabili, che sia pure 
una funzione simmetrica di tutte le radici ; e quindi esaminare 
qual sia ne’segni de’termini di una sua forma canonica l’influen- 
za caratteristica delle radici reali e delle immaginarie. 

Sia f{z) = 0 un'equazione di grado n, e siano z , , s, ,.., z, le 
sue radici. Se si tratta di determinare il numero totale delle ra- 
dici reali basterà considerare la forma quadratica 

hzr'a;,)* , (2.3) 

1 

l’indice t dovendo prendere tutti i valori 1 , 2,.., n ; e che, se si 
ponga per compendio 

(24) 

si sviluppa nella forma 

dove ad ogni radico reale corrisponde un quadrato positivo di una 
funzione omogenea e lineare delle n variabili x, , x, ,.., x„. Non 
uuò dirsi altrettanto di una radice immaginaria ; ma se si consi- 
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derano due radici immaginarie conjugate come 2 . e 2 ,, le espres- 
sioni di Z, e Z, saranno della forma v-hy ^ — 1 e v — y ^ — 1, 
dove V e y dinotano funzioni omogenee lineari e reali delle n 
variabili, c sarà quindi Z*4-ZJ=2t)* — 2j/’, Così ogni coppia 
di radici immaginarie conjugate dà luogo a due quadrati, uno 
positivo fedirò negativo, di funzioni omogenee lineari e reali delle 
variabili ; e da ciò risulta che l’equazione f{z)=0 

avrà tante coppie di radici immaginarie, quanti sono i quadrati 
negativi in qualsivoglia forma canonica della forma (23) ; e però 
quante sono le variazioni di segni nella serie costituita dall’unità 
e dai successivi principali minori determinanti del discriminante 
della forma istessa (n° prec.). 

D'altra parte, se dinotiamo con la somma delle potenze i'"® 
delle radici deH’equazione data f{z)=0, si vedrà subito dalla (23) 
che i termini x* ed Xi x* hanno rispettivamente per coefficienti 
e 2s, ; quindi la forma può scriversi (pag. 236, n“ 9) 

(«o + 

-+-(*. X, X„)X, 



-t- (S»-i X. + *„X, + . . -h S.„_ X„) X„ , 

ed il suo discriminante sarà perciò il determinante 




- I X ^n' • ^an-a I 

Essendo adunque una quantità positiva ne segue che il numero 
delle coppie delle radici immaginarie della data equazione f{z)=0 
è uguale al numero delle variazioni di segni nella serie de' prin- 
cipali minori determinanti 



So S. 


» 


So S, *» 


> • • > 


So . S,_, 


S, «. 




*1 s, S, 




Si S, . S„ 






s» s, 




. . . 










S«-i Sn • Sj„_, 



com’era già noto per altra via (pag. 195). 
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22. Per definire il numero delle radici reali comprese tra due 
limiti assegnati possiamo considerare la forma più generale 

^^(s— Zj)(x, 4- Xj -f- SfaTj-H •• , (25) 

la quale in virtù della (24) si sviluppa in 

(*-z.) z; 4- ( 2 -z.) z* 4- . . + (z-z„) z; . 

e dove ad ogni radice reale corrisponde un termine reale 
(s — Zr) Z* , vale a dire un quadrato di una funzione omogenea e 
lineare delle n variabili x, , x, ,..,x„, il quale è positivo o nega- 
tivo, secondochè si attribuisce a z un valore maggiore o minore 
della radice z^. Considerando poi due radici immaginarie conju^ 
gate, come z, e z, , potremo supporre 

z-z,z=p-hq\—l , Z, = i’4yV'^ , 
z— z,=p— qV— J , 
e sarà di seguilo 

(z — z,)Z‘4-(z — 2 ,) Z* = 

2p{v’-y')-lsqvy = j )•_ (p* 4 - ?’) j/’)=V'-Y% 

dove V , y , \ , \ dinotano funzioni omogenee lineari e reali 
delle variabili ; e perciò, qualunque sia z , ad ogni coppia di ra- 
dici immaginarie corrisponderanno due quadrati, uno positivo, 
l'altro negativo. Adunque, se si supponga attribuito a z un valore 
qualunque a , e si supponga inoltre che la data equazione abbia r 
coppie di radici immaginarie, t radici reali minori Ai a, e k mag- 
giori, ogni forma canonica della (25) dovrà contenere: 

1. ® r quadrati positivi ed r quadrati negativi, provvenienti 
dalle r coppie di radici immaginarie; 

2. ® t quadrali positivi, nascenti dalle radici reali minori di «; 

3. ® k quadrati negativi, nascenti dalle radici reali maggiori di a. 
E però la detta forma canonica conterrà in tutto r 4 -t quadrati 

positivi, ed r-\-k quadrati negativi. 

Si osservi intanto che nello sviluppo della forma (25) rispetto 
ad x^,x„..,x„, il quadrato x] ed il prodotto hanno rispelti- 

33 
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> amente per cocflìcicnli — s*,., e e 

ne segue, che il suo discriminante è il determinante 



*0 


z — S, 


s.z— s. . 


— *n 


*1 


z — .s. 


.s,z— .s. . 




•‘'n- 


1 ^ 


s„z— . 





D'riiira purlc è manifesto che in questo determinante il principale 
minore di grado r, costituito nelle prime r orizzontali, si trasfor- 
ma nel determinante di grado r-t-i , 

*0 s. • '• s 1 

>■ tSjj • 5 

y 

• • • • • 

«r -V+i • S.r-. 

e da ciò risulta (n® 20) che ogni forma canonica della (25) avrà 
tanti quadrati positivi e negativi quante sono rispettivamente le 
permanenze e le variazioni di segni nella serie 



1 , 


*0 1 


» 


So S. 1 








s. - 




S, s, z 












S 5 Z* 

















* ®an— a ^ 



Kiassumcndo, siamo condotti al teorema seguente : 

Data l'equazione di grado n, f(z)=0, ed un valore reale a di z, 
il numero delle radici reali minori di «, e quello delle radici mag- 
giori di a, runo e Vallro aumentato del numero delle coppie di ra- 
dici immaginarie, sono rispettivamente uguali al numero delle per- 
manenze ed al numero delle variazioni di segni nella serie (26) {*). 

Quindi se nella serie (26) si sostituiscano successivamente a 
z due numeri disuguali a e ^ , la difierenza tra i numeri delle 
corrispondenti variazioni sarà uguale al numero delle radici reali 
dell’ equazione f{z)=0 , comprese tra a e p. 

(*) V. una memoria del Brioschi pubblicata nel tom. XV. des nourelles 
annales de math. pag. 275. Sur les series qui donnent le nomhre de ra- 
cines réelles etc. 
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§ X. 



ALCDJ«E APPLICAZIONI ALLA GEOMETRIA ANALITICA. 

1 . Equazione della retta che passaper duepunti (a?,, 17,), (x„ yj. 
Supponendo che l’equazione della retta sia 

ax-\-by-i- c = 0 , 

dovranno essere soddisfatte le due condizioni 



aor. + òy, -hc=0 , ax,4-f»y,-f-c = 0 , 

e quindi, eliminando da queste tre equazioni le costanti a, h, c, 
l’equazioue della retta che passa pe’due punti dati sarà 



X y i 
X, Vi 1 

X, y, 1 



=0 . 



Questa stessa equazione esprime adunque la: condizione perchè 
tre punti {x, y) (a?,, y,), (a:,, yj , siano situati in linea retta. 

2 . Lunghezza della perpendicolare condotta da un punto (x, y), 
alla congiungente di due punti (x„ y,) , {x^, y,). L’equazione della 
congiungente de’ due punti , che è quella del n° 1 , chiamando 
X, Y, Z i complementi algebrici degli elementi della prima oriz- 
zontale del determinante, prende la forma 



Xa:-l- Yy4-Z=0 ; 

ed allora, dinotata con p la perpendicolare condottale dal punto 
{x, y) si avrà, com’è noto, 

Xx-f-Yy-f-Z 

p= — ; ■ ' seuxy . 

y/X-'t-Y'— 2 XYcosxy 

Ora essendo X=y, — y», Y= — (x, — x,), è manifesto che il de- 
nominatore del fratto equivale alla distanza de’due punti (x,, y,), 
(x, , y,), che indicheremo con d; e , siccome il numeratore equi- 



Digitized by Google 



2oÀ 



vale al determinante superiore , cosi risulta in valore assoluto 



X y 1 



1 > = 



y, 1 



senasy 

d 



3. Superfìcie del triangolo determinato da tre punti (x, y) , 

(a;,, y.) . K, yj. 

Sia T la superficie del triangolo, d la lunghezza di un lato, e p 
la perpendicolare condottagli dal vertice opposto; sarà 2 T=pd; 
e quindi per la formola precedente sarà , in valore assoluto, 



2T = 



X y i 

y. 1 
y. 1 



senxy . 



4. Superfìcie del triangolo determinato da tre rette , 



ax4-6y-f-c =0 , 


(«) 


o.x-+-à,y-hc, = 0 , 


(a.) 


a,x4-à.y-4-(r„ = 0 . 


(«.) 



Siano {x, y) , (x ^ , y,) , {x , , y,) i vertici del triangolo rispetti- 
vamente opposti ai lati (a) , (aj , {aj ; e si osservi che, se nella 
equazione del lato (a) s’intendano per a; ed y le coordinate del 
vertice opposto, la quantità ax-\-by-\-c sarà necessariamente di- 
versa da zero ; e per la stessa ragione saranno ancora diverse da 
zero le altre due quantità -f- -i- c, , a,ar, -I- à, x, + c, . 

In conseguenza , se queste tre quantità si dinotano rispettiva- 
mente con k, à, , àg, si avranno i tre sistemi di equazione 



ax-hb y-hc =kx ax, -t-ày, -t-c =0 ^ ox, -i-6y,’-l-c =0 ’ 
o,x-i-à.y-t-c.=0 , a^x,-\-bpj,-hc,=hJ> , a,x.-t-6.y.-t-c,=0 J ; 
ó,x ■+■ à,y 4- c,=0 } a,x,-t-à,.y^-t-f,=0 / a.x. 






ed il determinante di 3" grado formato co'priroi membri sarà u- 
gualc al determinante di 3° grado formato co’ secondi; ma que- 
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st’ultimo determinante equivale a K')'; ed il primo si trasfor- 
ma nel prodotto de’ due determinanti 



a b c 




X y l 


a, 6. c. 


9 


y. 1 


a, 6. c. 




y. 1 



adunque , chiamando ^ il primo, e X la superflcie del triangolo, 
avremo 

2AT=jfic, 16 senxy . 

Eliminando ora da ciascuno de’preccdenti tre sistemi di equazio- 
ni le coordinate de' vertici, si ottengono le tre relazioni 



a b c — k 




-a b c 




a b c 


a, b, c. 


= 0 , 


a. e—k. 


= 0, 


a, 6 , c. 


«1 




a, b, c. 




a, 6 . c,—k. 



le quali, chiamando C, C,, C, i complementi algebrici degli ele- 
menti dell’ultima verticale di a , porgono rispettivamente 

kC — A , *,C, = A , *,C.=A ; 
ed in virtù di questi valori si ha in fine, in valore assoluto, 

5, Condizione perchè tre rette $' incontrino tn un punto. Consi- 
derando le stesse tre rette del numero precedente è chiaro che la 
condizione, di cui si tratta, è la risultante delle loro equazioni 






a b c 

«. c. 



= 0 , 



lo. 6. c.l 

)■ 

dappoiché le dette equazioni debbono essere verificate da’ medesi- 
mi valori per x ed y. L’ultima espressione di T riproduce la me- 
desima conchiusione ; ma «sa fa pur vedere che rincontro elTet- 



C 
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tivo delle rette esige che non sia nulla alcuna delle quantità 





a 6, 




a b 




a b 


c= 




. c,=— 




, c.= 






a. 6. 




a, à. 




0, b. 



e di fatti , se una di queste quantità è nulla , due delle tre rette 
sarebbero parallele. 

6. Equazione del piano che passa per tre punti , P* , P,. 
Indicando, in generale, con x^, j/r, le coordinate del punto 

Pr , l’equazione di cui trattasi sarà 

X y z i 
2. 1 
aj. y, 1 

I y, 2 , 1 

essendo verificata dalle coordinate di ciascuno de’ tre puuti. 

La stessa equazione esprimerebbe la : éondizione perchò siano 
situati in un piano i quattro punti P , P, , P, , P,. 

7. Condizione perchè quattro piani n , n „ n, , n, s’ incontrino 
in un punto. 

Supponendo, in generale, che l’equazione del piano ii^ sia 

+ 6,.y -+- c,.z + d,. = 0 , 

la condizione, che si cerca sarà 

a b c d 
a, 6iC. d. 

a. d. 
a, b, c, d, 

8. Volume del tetraedro determinato da quattro punti. 

I. Coordinate ortogonali. Sia T la superficie della faccia trian- 
golare determinata da’ tre punti P, , P, , P, ; p la perpendicolare 
menatale dal vertice opposto P ; e V il volume del tetraedro ; sarà 
3V =pT . Supposto intanto che il piano del triangolo T abbia 
perequazione, ■ . . 

aa: -t- fry + CZ + 1 = 0 , 



> 




li 
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essendo dinotate con x,y,z\c coordinate del punto P, sarà 



ax->rì)y+cz 1 



ed i valori di a , à , c saranno determinati dalle equazioni 



aa:,+ày,+c«,+ l= 0 ,aa!,+ 6 i/,+c«,+l= 0 ,<w?,+&y,+cz, 4 -l= 0 . 



le quali, cliiamando Q il loro determinante, porgono 



y. z, 1 




«I z, 1 




y. 1, 


ya Za 1 


o 

11 


et 

et 


, Qc = — 


^.Va 1 


y. z. 1 




X, z, 1 




y, 1 



ma,siccome questi tre determinanti esprimono, in valore assolu- 
to, i doppii delle projezioni del triangolo T su’ piani coordinati, 
avremo per un noto teorema 

Q*(a*-i-6‘ + c') = 4r ; 

e sarà di seguito, 

QV/a”-t-à'-hc'' = 2T . 

Il risultamento della sostituzione de’ valori di a, b, c nel nume- 
ratore della espressione di p può aversi indipendentemente dalla 
risoluzione delle equazioni (pag. 121) ; e si ha per tal modo 



Q {ax -t- 6j/ cz 1) = 



X y z 1 

y. 1 

Va "a 1 

y, 2 . 1 



Dividendo questa espressione per la precedente si ottiene il valo- 
re di p in funzione delle coordinate de’ quattro vertici; e però, 
essendo 3V=pT, risulta in flne 




X y z i 

y. s, 1 
®a y, «a.l 
^,'y, 1 



( 1 ) ■ 



li. Coordinate obblique. Rapportiamo lo stesso tetraedro a 
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tre nuovi assi OX , OY , OZ, comunque condotti per l’origine 'O 
delle coordinate primitive x, y, z, c pongasi 



i = ang.XY’^ \ 


1 a=cosa:X \ 


1 a,=cosyX' 


a,=COSZX \ 


pL=ang.XZ j 


> , ^cosxY 1 


, ^.=cos yY 


, p,=cos sY / 


V =ang. Y"Z j 


^ y=cosa-Z ) 


7,=cosyZ / 


7,=cosaZ / 



Avremo in siffatta guisa il sistema di relazioni 



o ^ + a, J3, -t- or, j3, = COS X \ a a + a, a, + ot, a, = 1 ' 

«7 + a,V, 4-a,V, = COS ft I , P P + + p, = 1 | , (2) 

pV + jS.V, +^.7, = COSv / 77 + 7.7, +7,7, = 1 / 



e le coordinate primitive x, y, z saranno espresse in funzione 
delle nuove coordinate X , Y , Z per mezzo delle formole 



a;=aX+pY+ 7 Z , y — a,X+p,Y+ 7 ,Z , z — z,X+p,Y^+ 7 ,Z , 
le quali cangiano l'equazione (1) in 



X Y Z 1 




a p 7 0 


X. Y. Z. 1 




0 


X. Y. Z. 1 




a. 13. 7.0 


X. Y, Z, 1 




0 0 0 1 



Chiamando M il secondo fattore , ed elevandolo a quadrato per 
verticali, in virtù delle (2) risulta 





“ P 7 


t 


1 


cosi 


COSfx 


M* = 


“i Pi 7. 


= 


cosi 


1 


COSv 




P. 7» 




COSv 


COSv 


1 



= 1 — cos’/ COS*/x C0S*v+2C0SÌC0SftC0Sv ; 



e sarà quindi in valore assoluto 



X Y Z 1 



6V = 



X. Y. Z. 1 
X. Y. Z. 1 
X. Y. Z. 1 



M . 
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E chiaro che la quantità dinotata con M, in valore assoluto, e- 
quivale all'unità quando gli assi sono ortogonali; dappoiché in tal 
caso, essendo cosX=0, cos;*=0, cns v = 0, si ha 




1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 



1 , 



c sarà in conseguenza M = ± 1 . 

9 . Volume del tetraedro determinalo da quattro piani. 

Questa ricerca può essere condotta con un metodo esattamente 
identico a quello tenuto pel caso analogo del triangolo nel n° 4 . 
Siano P , P, , P, , P, i vertici rispettivamente opposti alle fac- 
ce Il , li, , n,, n, , e ritenute le precedenti notazioni per le coor- 
dinate del punto P^ e del piano n,. , s’indichi con il valore della 
quantità -l"^r > *3 quale è diversa da zero, per- 

chè il punto {Xr , j/r > -r) ^ per ipotesi fuori del piano . Dopo 
ciò, siccome in ciascuno de’quattro vertici s’ incontrano tre facce 
del tetraedro, avremo i seguenti quattro sistemi di relazioni 

ax-Hòy -he z -hd — k , ax^-hby^ -Hcjz, + d=0, etc. etc. 
a^x -t- 6,y + c,z -t- d,= 0 , + 6,y, + c,s, 4 - d, = A„ etc. etc.' 

a,x 4- 6,y 4 - c.z 4- d ,=0 , o,.r, 4- &,y, 4 - c.z, 4- d, = 0 , etc. etc. 
a,x4-6,y4-c,z4-d,= 0 , a,ar, 4- ò,y, 4~ c.z, 4- d, = 0, etc. etc. 

Ora, chiamando ^ il dclerminante di ciascuno de’quattro siste- 
mi, e V il volume del tetraedro, abbiamo 



a b c d 




X y z 1 


a, ò, c, d. 


6V 


y. 2. 1 


a, ft. c, d. 


’ M ~ 


y, 2. 1 


a, b, c, d. 




X, y. 1 



e siccome il prodotto di questi due determinanti equivale al de- 
terminante di 4 ® grado formato co’ primi membri dc’quattro si- 
stemi , cosi, osservando che il determinante formato co’ loro 

34 



Digitized by Googl 



2S8 

secondi membri equivale al prodotto A" kjijt , , ne conchiuderemo 



Inoltre, eliminando da’ quattro sistemi di equazioni le coordinate 
de'vcrtici del tetraedro, per la solita notazione de’complementi 
algebrici del determinante A , avremo 

Dft=A , D,A, = a , D,k,=A , D,fc, = A ; 



e quindi, in virtù deH’ultima relazione, risulta in fine 

A’ 



6V = 



DD.D.D, 



M . 



10. Superfìcie del triangolo in funzione delle lunghezze de lati. 
Chiamando T la superficie del triangolo P P, P, possiamo sup- 
porre in valore assoluto 



ì a; y \ 

2T= 1 a-, y, 

1 X, y, 

e quindi potremo scrivere in due diverse forme (pag. 24, n.® 43) 



2T=^ 



10 0 0 
0 1 a: y 
0 1 x, y, 
0 1 y. 



2T = - 



0 10 0 
l 0 X y 
1 0 a;, y. 
1 0 a;, y. 



Moltiplicando tra loro questi due determinanti avremo 

0 1 1 1 
1 xx-+-yy xx,-hyyt xx^-hyy, 

1 xx^+yy, ar,a:,-t-y.y. y,y, 

1 a;a;,-t-yy, ar,a;,-+-y,y, a:,a:,-t-yj/, I 



4r=- 



ed attualmente, se si cambiano i segni alle ultime tre orizzontali 
e quindi alla prima verticale, ed inoltre se si moltiplicano le ul- 
time tre orizzontali per 2, c quindi la prima verticale si divida 
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per 2, con ciò avremo solo molliplicato per 4 il (leterminanle; 
ed in conseguenza sarà 

0 1 1 1 

1 —2{xx->ryy) —2{xx,-^-yy,) — 2(a: -4- y y.) 

1 — 2(a;a;,+yy,) — 2(a;.a?.+y.y.) — 2(o;,x.H-y.y,) 

1 — 2(xx,+yy.) — 2(a;,a:,+y.y,) — 2(x.o;,-t-y,y,) 

Ora questo determinante non cambia di valore, se alle tre ultime 
orizzontali si aggiunga la prima successivamente moltiplicata 
pe’ binomii x® - 4 - y*, x® -f- yj , x* - 4 - yj , e similmente alle tre ul- , 
time verticali si aggiunga la prima moltiplicata pe'mcdesimi bi- 
nomii. Per siffatta trasformazione si annullano tutti gli elementi 
principali del determinante, e si avrà 

4“T® = 

0 1 1 1 
_ 1 0 (x -x,)‘-t-(y -y,)* (x -x,)*-t-(y -yj* 

1 (a:-x,)®-t-(y-y.)* 0 ,-a;,)*+(y.-y.)* 

1 (x-x,)®-h(y-y.)’ 0 

Ponendo adunque PP, = a, PP, = ò, P,P, = c, risulta in line 




Olii 
10 o® 6® 
1 a® 0 c® 
1 b® c® 0 




di accordo con quanto già fu annunciato a pag. 34 intorno ad un 
determinante di questa forma. 

11. Volume del tetraedro in funzione delle costole. 

Si perviene alla espressione di questo volume con un metodo 
analogo a quello del n° precedente. Dinotato con Y il volume del 
tetraedro P P,P*P, , si può supporre in valore assoluto 



6V= 



1 X y z 
1 X. y. z. 

1 y. 

1 y, 
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quindi scrivere questa espressione di 6V nelle due diverse forme 



1 0 0 0 0 




0 10 0 0 


0 i X y z 




1 0 a: y z 


0 1 a;, y, z. 


, 6Y=— 


1 0 y, z. 


0 1 a:, y. z. 




1 0 ar, y, z. 


0 1 X, y, z. 




1 0 X. y, z. 



e poscia moltiplicar tra loro i due determinanti ; da che risulta 

6*V'= 

0 1 1 1 1 
\,xx-!ryy+zz, xx^+yy^+zz^, xa:,+j/y, -hza„ xx^-\-yy,-{-zz, 

1 , x^x,+y,y^+z,z^, x^x,+y,y,+z^z, . 

\,xx,+yy^+zz„ x.a:.+y,y^+s,s,.a'^x,+y,y,+z,z„ x^x^ +yay,4-z,s, 

1 , xx,+yy^-^zz„ x^x,+y,y,+z^z^, x,x,+y,y,+z,3„ a:,®, +y,y,+i!.z. 



Ora, come nel caso precedente, cambieremo i segni alle ultime 
quattro orizzontali, e poscia alla prima verticale ; ed inoltre mol- 
tiplicheremo le ultime quattro orizzontali per 2, e divideremo la 
prima verticale per 2 ; e con ciò non faremo che moltiplicare il 
determinante per — 2’. In seguito alle ultime quattro orizzontali 
aggiungeremo la prima successivamente moltiplicata pe’trinomii 
x'+y'"-\-z‘ , , xl-hyl-hzl , x\-^y]+z* ; e simil- 

mente alle ultime quattro verticali aggiungeremo la prima succes- 
sivamente moHiplicata pe’medesimi trinomii,con che non si alte- 
ra il valore dei determinante. Ma frattanto si saranno annullati 
tutti gli elementi principali ; ed essendo rimasti immutati gli 
elementi della prima orizzontale e della prima verticale, gli altri 
saranno divenuti uguali ai quadrati delle costole del tetraedro; c 
però, dinotate le loro lunghezze con a, b, c, d, e, f, si avrà in Doc 



2’6’V'= 



Olili 

1 0 o’ b' c* 

1 a* 0 e* . 



1 6* 0 f* 

1 c* c' r 
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12. Equazione generale delle linee di 2° ordine sotto forma di 
determinante. 

Considerando Tcquazionc generale di 2° grado nella forma omo- 
genea 

<f = ax' 4- 2bxy ■+■ cy* ■+■ 2dxz 2eyz -i- Az* = 0 , 

se dinotiamo con A il discriminante della funzione omogenea 7 , 
avremo (pag. 235, n“ 8) 

a b d 
A= b c e 
deh 

e quindi, indicando come al solito i complementi algebrici degli 
elementi del determinante A , vale a dire con le stesse lettere ma 
in carattere majuscolo, si avrà (pag. 236, n° 10) 

0 X y z 
1 a: A B D 
!/ B C E ■ 
z D E II 

Dopo ciò è chiaro che Tequazione della conica y = 0 non è diver- 
sa dall’equazione 

0 X y z 

a; A B D 

y B C E ~ * 
z D E H 

Ed inoltre, se si dinotano con 9,, 9,, le derivate parziali di 9 
rispetto ad ar, y, z, sarà evidente che a questa equazione può 
anche darsi la seguente forma (pag. 236, n” 11) 

0 ?» ?» ?» 

9, <z ò d 
9, ò c c 
9j d c A 
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13. Condizione pel coniano ira la conica ^=0 e la reità rap- 
presentata dall’ equazione 

JX + mY-HnZ=0. 

Si sa che la tangente della conica nel punto {x, y , z) ha per 
equazione 

9 ,X + ?,Y + ?,Z=0 ; 

quindi , se la retta debba toccar la conica nello stesso punto, 
le equazioni delle due linee saranno identificabili , e si avrà 
= I , y, z= m , 91 , = «. Sostituendo questi valori nell’ ultima 
equazione della conica, la condizione pel contatto sarà espressa da 

0 l m n 

1 a b d 
m b c e 
n d e h 

14. Equazione della polare reciproca della conica ^{x , y , z) = 0 
in rapporto alla conica direttrice de’ poli ¥{x, y, z) = 0 . 

È noto che in riguardo alla conica F=0 , la polare di un pun- 
to qualunque {x, y, z) esistente nel suo piano, ha per equazione 

F,X-hF.Y-+-F.Z = 0 . 

Ora supponendo che il punto appartenga alla polare reciproca 
della conica 9 = 0 , la polare di questo punto sarà tangente della 
conica istessa; ed in conseguenza dovrà sussistere la relazione 

0 F. F. F. 

F. a 6 d _ 

F. 6 c e 

F, d e h 

la quale adunque sarà l’equazione della polare reciproca di y= 0 . 

15. Formole per la curvatura delle linee piane. 

Considerando l’equazione di una linea piana F {x, y) = 0, se 
dinotiamo con F, ed F, le derivate parziali di F rispetto ad x ed y. 
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con F„ ed F„ quelle di F, , e con Fg,=F,» ed F„ quelle di F,, 
riguardata la y come funzione di a; , le sue derivate del 1® e 2® 
ordine, che indicheremo con y' ed j/", saranno determinate dalle 
equazioni 

F. + F.v'=0 , F„ + 2F..y'4-F„y" + F./ = 0 . 
Eliminando y' tra queste due equazioni si ottiene 

Fiy"=-( F:F..-2F. F. F.. + F;F„) ; 
ma, chiamando A il secondo membro, si ha evidentemente 



a=-(f;f..-2f,f.f..+f'f„)= 



0 F. F. 
F. F„ F„ 
F, F„ F„ 



e quindi i valori di y' ed y" saranno determinati dalle formole 




Ciò premesso siano « , p , e p le coordinate del centro ed il rag- 
gio del cerchio osculatore della curva nel punto (a; , y) ; è noto 
che questi elementi sono determinati dalle formole 



x—a=y 



i+y'* .. i+y'‘ (i+y'')“ 

y^ • y P- yV , P— y. 



ma i precedenti valori di y' ed y" le cangiano nelle altre più sim- 
metriche 



X — a 




y-f= 




p 



(f;+f:)- 



Ora queste formole possono rendersi più semplici mediante la 
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considerazione delle funzioni omogenee (*). A tarelTctto' rendere- 
mo omogenea l’equazione F(a;, i/) = 0 con la introduzione di una 
terza variabile z (pag.233, n“ 6); e supposto che si abbia l’equa- 
zione u(j;, y, z) = 0 , sarà u una funzione che diviene identica 
ad F per z = 1. Intanto ritenuto per le derivate parziali di « lo 
stesso sistema di notazione adottato per la funzione F , se m è il 
grado di m , sarà identicamente (pag. 221 , n.“ 5) 



0 
« J 


M. 




z* 




41 


‘Si 










“ai 


“a* 


Mj, 




U„ 




«3. 


W.a 


W„ 



dove il determinante del 2® membro è l’Hessiano di u, che al so- 
lito dinoteremo con v. Ponendo z=l, il primo membro di questa 
relazione diviene identico a a ; c quindi si avrà 



n 



A = 



(»*-!)• 



bene inteso che dopo le derivazioni debba porsi z=l ; e le for- 
molo di poc’anzi si muteranno perciò nelle altre 



X — a 



V 






(m-iy 



«. 






(m— 1)* V 

Se si osserva che le funzioni A e v sono rispettivamente di gradi 
3m — 4 e 3m — 6, si vedrà che le ultime formolo sono più semplici 
delle precedenti. 



(') Le osservabili trasforinazioni, che qui vengono sviluppate, sono dovute 
all’ illustre Ilesse. V. due memorie di questo Geometra nel Giornale di Creile, 
l’ima nel t. XXVIII, pag. 103, l’altra nel t. XXXVllI, pag. 242. 
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16. Forinole per la curvatura delle superficie. 

Supposto che una superficie sia rappresentata dall’ equazione 
T {x , y , z) = 0 , porremo per compendio, come si usa ordina- 
riamente, 

dz dz (Tz d’z d'z 

dx ^ ’ dy ^ ’ dx* ^ ’ dxdy * ’ dj/“ ’ 

ed allora chiamando p. e p, i raggi principali di curvatura nel 
punto (x, y, z) si avrà, com’è noto. 



P,P. = (i±^ 

ri — s“ 



ma esprimeremo questo valore di p,p, per mezzo delle derivate 
parziali di F, sostituendo a p , q, r , s , t i loro valori determi- 
nati dalle cinque equazioni derivate del 1° e del 2° ordine , 



F, -f- ¥,p — 0 , F, -t- F,q — 0 , 

F„+2 F„p-|-F„p'*-)-F,r=0 , 
F,.-t-F„p-t-F.,q-t-F„pq-l-F,s = 0 , 

F„4-2 F„(/-l-F„q*-l-F,i=0 . 

Ricavando dalle due prime equazioni i valori di p e g , c sosti- 
tuendoli nelle rimanenti si ottengono le tre formole 

F; r =- ( F„ F: - 2 F.. F. F. H- F„ F! ) , 

F: 5 = - (F,.F;-F„F.F -F„F.F.-hF..F.F.) , 

FI t = - ( F„ F; - 2 F„ F. F, -1- F.. F; ) : 

ma punendo 

0 F. F. F. 

F, F„ F„ F„ 

F. F„ F„ F„ ’ 

F F F F 

, , * I * U ^ H * »l 

si vedrà die i secondi membri di quelle tre formole equivalgono 

35 
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rispettivamente a’ complementi algebrici di tre elementi del de- 
terminante A , cioè di F„ , F,g , F„. In conseguenza, se a riguar- 
do di questo determinante conveniamo d’indicare con il com- 
plemento algebrico dell’elemento F„, si avrà 

» F|s = ?i. » ; 



e sarà di seguito 

P. P. =FJ 



iK±K±J^ 

s • 

fix 



Si osservi attualmente che il denominatore di questa formola è 
un determinante minore principale di 2° grado del reciproco 
di A, ed è perciò uguale al complemento del suo omologo nel 
primitivo, moltiplicato per lo stesso primitivo (pag. 67, n“ 85); 
vale a dire si ha 



9ii — 



?IX fu 




0 F. 


fti 9*28 




F, F„ 



A = — FJa ; 



e quindi il prodotto de’ raggi di curvatura risulta espresso da 



Pi pi — 



(F;-f-F:+F;)* 

A 



Ma, come nel caso precedente, anche questa espressione può 
trasformarsi in altra più semplice mediante la considerazione 
delle funzioni omogenee. Sia 

u{x, y, z, <) = 0 

l’equazione, in cui si cangia l’equazione F (x, y, z) — 0, resa 
omogenea con la introduzione di un’altra variabile t, che riguar- 
deremo come quarta nella serie delle variabili a, y, z, t, ad og- 
getto- di applicare il solito sistema di notazione alle derivate 
parziali della funzione «. Allora, supposto che questa funzione 
sia di grado m, avremo Identicamente (pag. 221, n° 5) 
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dove il fattore determinante del 2" membro ò l’IIessiano di u. Po- 
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iicndo in questa relazione il primo membro diviene iden- 
tico a A ; e quindi si avrà 



a patto che nell’Hessiano v si ponga ugualmente t=i ; ed in 
conseguenza l’espressione del prodotto de’raggi principali di cur- 
vatura verrà tradotta in 



PiPa = — (m 1)® 



V 



Se si osserva che le due funzioni A e u sono rispettivamente di 
gradi 4m — 6 e 4(m — 2), si riconoscerà che la nuova formola è 
più semplice della prima. 

17. I punti di una linea piana ne’quàli il raggio di curvatura 
è infinito sono, in generale, punti d' inflessione. Cosi a riguardo 
della linea F=0, ovvero u=0, sono punti d’inflessione quelli pei 
quali le coordinate hanno tali valori da render nullo il denomi- 
natore della formola che esprime il valore di p, e per conseguenza 
0 A , 0 V. Ne risulta che i punti d’inflessione della linea, che si 
considera, sono quelli ne’quali essa è incontrata dalla linea rap- 
presentata dall’una o daU’altra equazione 
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Siccome la funzione F è di grado in e A è di grado 3m — 4, par- 
rebbe che la linea F=0 potesse avere un numero di punti d’in- 
flessione espresso da »i(3m — 4) ; ma nel fatto questo numero è 
minore, dappoiché paragonando invece le funzioni u e v , che 
sono rispettivamente di gradi m e 3(»n — 2) , risulta che il nu- 
mero dei punti d’ inflessione della linea u=0, la quale non è 
diversa da F = 0 , non è maggiore di 3m(m — 2) ; e si ha cosi il 
bel teorema dovuto a Plùcker, che: 

Una linea di grado m ha in generale 3m(m — 2) punii d’ infles- 
sione. 
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Merita di essere distinto il caso in cui la funzione v fosse iden- 
ticamente nulla. Allora sarebbe nulla la curvatura in ogni punto 
della linea; e siccome questa proprietà non appartiene che alla 
retta, dovrebbe conchiudersi che la linea, di cui trattasi, è in so- 
stanza un sistema di rette. Ma, cosi è in fatti; dappoiché la fun- 
zione V è l’Hessiano di u, e l’annullamento identico di v annun- 
zia che la funzione omogenea u di tre variabili può , mediante 
una trasformazione lineare, ridursi ad una funzione omogenea di 
due variabili ( pag. 225, n° 8 ); ed allora 1’ equazione u=0, an- 
ziché una linea curva, esprime in realtà un sistema di rette, che 
passano per uno stesso punto; e si ha cosi il teorema dovuto ad 
Hesse, che: 

Se è nullo Vllessiano di una funzione omogenea u di grado m a 
tre variabili, l’equazione u=0 esprimerà un fascio di m rette. 

Analoghe conchiusioni si hanno per le superfìcie dal conside- 
rare la seconda delle espressioni date nel numero precedente pel 
prodotto de' due raggi principali di curvatura, e si ottengono in 
tal guisa i due seguenti teoremi: 

Se u dinota una funzione omogenea di grado m a quattro va- 
riabili, e sia V VUessiano di u, la linea d'inflessione della superficie 
u=0 risulterà dalla sua intersezione con la superficie v=0, ck’è di 
grado 4m(m — 2). 

E quando l’Hessiano v è identicamente nullo, l’equazione u=0 
esprimerà una superficie conica. 
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